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Prólogo 



£1 objeto que nos proponemos con la publicación 
de estos Estudios de Análisis matetnático es el de 
vulgarizar el conocimiento de una multitud de teo- 
rías de esta rama de la Matemática, que tanto por no 
exigirse en los cursos de nuestras Universidades y 
Escuelas especiales, cuanto por tratarse incidental y 
poco sistemáticamente en la mayoría de las obras 
matemáticas que circulan en nuestro país son en éste 
poco conocidas y cultivadas. 

Comenzamos esta publicación con este pequeño 
estudio de las funciones de variable compleja, tanto 
por la belleza propia de la teoría, cuanto porque su 
estudio ha de servir de base indispensable para algu- 
nos otros de los que pensamos publicar. La mayoría 
de las obras que de esta materia se ocupan son unas, 
como las de Bianchi, Casorati, Forsyth, Foüet, Pin- 
cherle, etc., demasiado extensas y suponen en el lec- 
tor conocimientos que una buena parte de los estu- 
'^ diantes españoles no poseen; y otras, como la gran 
■KJ.j:>bra de Briot y Bouquet, los Tratados de Análisis de 
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Gomes Teixeíra, Goursart, Jordán, Laurent y Picard, 
el Curso de Hermite y la Nueva Enciclopedia nuLte- 
ntática de nuestro querido amigo y compañero don 
Zoel García de Galdeano, tienen fines y objetos muy 
distintos, y en ellas lo principal no es la teoría de 
funciones de variable compleja, sino que esta teoría 
sirve de medio de preparación para lá exposición de 
otras que en ella encuentran sólido fundamento. Una 
obra en que se expongan en pocas páginas los fun- 
damentos y principales propiedades de las funciones 
de variable compleja no la conocemos, si existe, y (\ 
llenar ese vacío tiende este modesto trabajo. 

En una obra de esta índole no debe buscar el lec- 
tor originalidad, ni yo la pretendo, sino resumen y 
compendio de lo expuesto en otros libros; y por muy 
satisíccho me daría si hubiera conseguido exponer es- 
tos principios con claridad y orden, pues tengo la 
evidencia de que en tal caso los lectores se aficiona- 
rían á este estudio y acometerían el de las obras que 
más adelante citamos, y que nos han servido para 
redactar el presente trabajo, y procurarían satisfacer 
el anhelo de conocer cuantos resultados se han obte- 
nido en esta bellísima teoría del Análisis matemático. 

Gracia esperamos del público ilustrado, ya que no 
por el mérito de nuestros trabajos, que ninguno tie- 
nen, por la intención que al redactarlos nos ha guiado. 



/ 



Obras consultadas 



I. — Bianchi (L.) — Lezioni sulla Teoría dellc funzioni di va- 

ríabile complessa e delle funzioni ellittiche. Pisa, 1901. 

I vol. 4.° 
a. — Briot et Bouqiut — Théorie des íonctions doublement 

péríodiques et, en particulier, des íonctions ellipti- 

ques. París, 1859. — i vol. 8.** 
3. — Briot et Bouqtut, — Théoríe des íonctions elliptigues. 

2.* ed. París, 1875. — ' ^^^' 4-* 
4. — Casorati (F,) — Teórica delle funzioni di varíabili com- 

plesse. Pavía, 1868. — i vol. 8.** 
5. — Cauchy (A, L,) — Cours d'Analyse de l'Ecole Royale 

Polytechnique. (Euvrcs de Cauchy. II' séríe. Tome iil 

París, 1897. — I vol. 4.° 
6. — Cauclty (A. L.) — Mémoire sur les intégrales dófínies, 

prises entre des limites imaginaires. París, 1825. — 

I íoU. 4.° 
7. — Porsyth (A, R,) — Theory oí íunctions of a complex va- 

ríable. Cambrídge, 1893. — i vol. 4.® 
8. — /*oüet (E.~A.) — Legons elemental res sur la théorie des 

íonctions analytiques. Paris, 1902-4. — i vol. 8.^ 
9- — Garda de Galdeano (Z.), — Principios generales de la 

teoría de las funciones. Tomo v de la Nueva encielo^ 
pedia matemática, ZoiTAgozdi^ 1904.— i vol. 8.^ 
10. — Gomes Teixeira (F,) — Curso de Analyse infinitesimal. 

2.* ed. del vol. i y i.* de los n y in. Porto, 1890- 1889- 

1892.— 3 vol. 4.® men. 



— 8 — 

lu^ Gomes Teixeira (F,) — Obras sobre Mathematica. VoL u 

Coimbra, 1904.— i vol. 4.® may, 
12. — Gtnirsat (E) — Cours d'Analyse Mathématíque. París, 

1902-5. — 2 vol. 8.** 
13. — Htrmite (Ck,) — Cours. Redigé en 1882 par M. Ando« 

ycr. 4.* ed. París, 1891. — i vol. 4.** lit. 
14. — Hoüel (J,) — Cours de Calcul infíDÍt(5simal. París, 1878 

á 188 1. —4 vol. 8.® 
15. — Jordán (C) — Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechni- 

que. I.* ed. París, 1882 á 1887. 3 vol. 8.**— 2.* ed. 

París, 1893 á 1896. — 3 vol. 8.** 
16. — Laurent (H,) — Traite d'Analyse. París, 1885 á 1891. — 

7 vol. 8.*> 
17. — Mansión (P,) — Principes d'une théoríe nouvelle des 

íonctíons élémentaircs d'une varíable imaginaire. Ex- 

trait des Afmalcs de la Société scicntifique de BruxelUs, 

1885-86.— I foll. 8.** 
iS.^^AÍerriman (M.) and Woodward (R, S.) — Higher Mathe- 

matics. Cap. v-vi. New-York, 1896. — i vol. 4.** men. 
19. — Pascal f^./— Repertorio di Matemetiche superiori. 

I. Analisi. Milano, 1898. — i vol. 12.^ (Manuali Hoepli). 
20.— ^Picard (E,) — Traite d'Analyse. Paris, 1891-93-96. — 

3Voj. 8.*> 
21. — Piftcherle (S.) — Lezioni sulla Teoría delle funzioni ana- 

litiche. Bologna, 1899-900. — i vol. 4.® lit 
22. — Riemann (B,) — GSuvres mathématiques. Traduites par 

L. Laugel. Paris, 1898. — i vol. 8.^ 
23. — Vivanti (G.) — Teoría delle funzioni analitiche. Milano, 

1 90 1. — I vol. 12.^ (Manuali Hoepli). 
24. — Whiltaker (E, T,) — A course oí mpdern analysis. Cam- 
bridge, 1902. — I vol. 4.** 

Nota. — Cuando en el texto de la obra hagamos referencia á alguna de 
las anteriores, nos limitaremos á citar el nombre del autor seguido del 
número de orden que lleve en la lista anterior. 



ÍMtnimxiiñ il estiáit áe las 
áe f ariaUe CMpkja. 



CAPÍTULO PRIMERO 
:Prlxxi.era.3 nocioxiea. 



U Variable caMplefa.— Se Uanu mámur» immgi 

ó complejo, todo número de la forma a + i^ — 1, en d cual 
ayo son números reales cualesquieras. Aunque las expre- 
siones de esta forma no tienen por sí mismas significacióo 
concreta bien determinada, se les aplka las regias ocdinarias 
del cálculo aritmético (^, conviniendo en reemplaxar siem- 
pre el símbolo (y — l) por — 1. De ahora en adelante 
emplearemos siempre la notación de Gauss» haciendo 

y pí>r tanto, /• «=s — 1. 

Deftignando por r un número real positivo, y por a un 
cierto ángulo, puede hacerse 

*-r.»en.«)'^' . se deduce ,^i„g.tg.- ' 



(^; £1 autor lupone conocida por el lector la materia expoetta en loa 
n^' ^55 de lo obra: EUmeiittt dt ArkmÁkm itmvenéi, a.* edición 
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y, por tanto, el número complejo dado tomará la forma 

a + bis=ir (eos. « + í sen. «), 

en la cual r recibe el nombre de módulo y a el de argumetito^ 
En virtud de las fórmulas (2), el valor de r está perfecta- 
mente determinado, pues se toma siempre el valor absoluto 

de V ^* + ^* » pero a cidmite una inñnidad de valores que 
forman una progresión aritmética cuyo primer termino es el 
valor 01, < 2n que satisface á la segunda de las igualdades (3), 
y cuya razón es 2;:; así que los valores ilel argumento tienen 
la forma a = «, -f- akn, siendo k un número entero cualquie- 
ra, positivo ó negativo. 

Todo número imaginario piíede representarse geométri- 
camente en un plano por el punto cuy«is coordenadas carte- 
sianas rectangulares sean a la abscisa y ^ la ordenada, ó cuyas 
coordenadas polares sean r y a. Oiuchy llamaba ajijo de un 
punto del plano al número complejo que le representaba, y 
esta denominación, que utilizaremos con frecuencia, se ha 
hecho recíproca, «iplicándola indistintamente á 1í)S números 
con relación á los puntos, ó á los puntos con relación á los 
números. 

Un número complejo z = x -^yiy en el cual x é y son dos 
variables reales independientes ó no, recibe el nombre de 
variable compleja. El conjunto de valores que la variable z 
puede recibir, toma el nombre de campo de variabilidad de 
esta variable; el campo de variabilidad de una variable com- 
pleja z está constituido por el conjunto de los camjwís de 
variabilidad de las variables reales x 6 y que la integran. Es 
evidente que una variable compleja z = .v+^'P^ede tomar 
también la forma £ = p (eos. a 4- / sen. a), en la cual p y oc son 
cantidades variables reales, de las cuales la primera es esen- 
cialmente positiva. 

Si en la expresión de una variable compleja z=^x-\- yi, 
las variables x ú y tienden, respectivamente, á los lími- 
tes a y ¿, la expresión a + bi se considera como el límite 
hacia el cual converge s. 

Una cantidad imaginaria se dice que es ifidefinidamente 
ptqtuha cuando tiende hacia el límite cero, lo cual supone, 



j 
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sentido diruto ó positivo; y si se recorre en sentido opuesto, 
se dirá que se recorre en sentido retrógrado 6 tugatívo. Esta 
convención la mantendremos en todo este trabajo. 

Designemos por A el área que representa el campo de va- 
riabilidad ác z = x +yi, y sea « = «^ -h a, i un punto con- 
tenido en el interior de A: haciendo centro en a, tracemos 
una circunferencia de radio r, fínito ó indeñnidamente pe- 
queño, que esté contenida por completo en A, el conjunto 
de puntos del plano situados en el interior de esa circunfe- 
rencia se denomina el dominio, 6 contorno^ del punto a; y es 
evidente que r podrá ser lo suñcientemente pequeño para 
que todos los puntos del dominio de a satisfagan á la condi- 
ción de que 

I « — a I < I, 

siendo e un número positivo tan pequeño como queramos. 



3. Punción de variable eomplela.— Si dos varia- 
bles imaginarias uy z están enlazadas de tal modo que toda 
variación ó cambio de valor de una de ellas entrañe una va- 
riación ó cambio de valor de . la otra, se dirá que estas va-^ 
riables son /unciones una de otra: en particular, diremos, por 
ejemplo, que u es una fufición de Zy y expresaremos esta 
dependencia por el signo ordinario u z=f{z). En el estudio 
que vamos á realizar supondremos siempre que la fun- 
ción y (5) =^f{x + y i) es de tal naturaleza, que en ella pode- 
mos separar la parte real de la imaginaria, reduciéndose 
á la forma, 

representando Xé Kdos funciones reales de las variables x 
éy. Si la variable z toma la forma z=sp (eos. a + ^ ^en. a), 
la función u se presentará bajo la forma, 

u =/ (c) =/[p (eos, a + í sen. a)] = X^- K/, 

y Xy y serán entonces funciones reales de las variables p y a. 
Varias de las defíniciones dadas en los tratados de Álgebra 
y Análisis para las funciones de variable real, pueden exten- 
derse sin inconveniente alguno á las de variable imaginaria. 
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Así, por ejemplo, una función de variable compleja diremos 
que es uniforme cuando á cada valor de la variable corres- 
ponde un solo valor bien determinado de la función; diremos 
que es multiforme cuando á cada valor de la variable corres- 
pondan varios valores bien determinados de la función; y 
que es infinitiforme cuando á un valor de la variable corres- 
ponda un número ilimitado de valores bien determinados de 
la función. 

Una función u*^f{z) está definida ó determinada ea el 
interior de un contorno cerrado A, si á todo valor de z con- 
tenido en el interior de este contomo corresponde un valor 
único y bien determinado de », cualquiera que sea el medio 
de determinarlo. Una fundón u=f{z) se dice que es finita 
en el interior de un contorno cerrado A^ si existe un número 
positivo Utal^ que los módulos de los valores de la función 
correspondientes á valores de z contenidos en el interior del 
contorno satisfacen siempre á la condición. 

\/{z)\</I. 

Es evidente que si una función es fínita en el interior de 
un contomo, su módulo admitirá en él un límite superior M^ 
es decir, que existirá un número J/que no podrá ser exce- 
dido por ningún valor del módulo de la función correspon- 
diente á valores de la variable comprendidos en el interior 
del contorno^ y tal, que cualquier otro número inferior á Ai 
podrá ser excedido por uno ó varios de los referidos valores 
del módulo; y admitirá tambión un limite inferior m, es 
decir, que existirá un número m inferior á todos los valores 
del módulo de la función correspondientes á valores de la 
variable comprendidos en el interior del contorno, y tal, 
que cualquier otro número superior á m será mayor que uno 
ó varios de los referidos valores del módulo de la ñmción. . 
La diferencia M-m recibe el nombre de oscilación de la fun* 
ción e.n el interior del contorno considerado. 

• 

4* Punciones continuas*— Sea u =f{z) una función 
de la variable z perfectamente definida en el interior de un 
contomo A\ si esta función es tal que designando por a^y i^t 
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dos valores de z contenidos en el interior de A, se ve- 

ríñca que 

lím. 1/(5.) -/(«,) I «0. (1) 

al mismo tiempo que lím. \ z^ — s, | mmO,/{z) si dice que es 
una fu fie ion cotttinua de z en el interior del contorno A: esta 
deñnición equivale á decir que, si para todo valor de z con- 
tenido en i4, z^ por ejemplo, á cualquier número positi- 
vo € tan pequeño como se quiera, se le puede hacer corres- 
ponder otro número positivo i) tal que se tenga 

l/l». + *)-/(s.)l<« («) 

siempre que \h\ <^r,, la función /"(s) es continua en el in- 
terior del contorno A, 

Para que las condiciones (1) ó (2) tengan lugar es eviden- 
te que, puesta Ja función u=f{z) btijo la forma X-^ Y i, 
es necesario que Xú Y sean funciones continuas de las va- 
riables reales x vy; y esta condición necesaria es también 
suficiente, puesto que, si Xé Y son funciones continuas de 
X úy^se tendrá, suponiendo 

I /M -/(=.) 1 = I A', - A. + /(y, - r.) I , 

cantidad que tiende hacia cero al mismo tiempo que 

I ^1 ^ r • 

Por un procedimiento idéntico al empleado en la teoría de 
funciones de variable real podría demostrarse que la suma 
general y el producto de un número finito de funciones de 
una variable imaginaria continuas en el interior de un cierto 
contorno, es una función continua de la variable en el inte- 
rior del mismo contomo; que el cociente de dos funciones 
continuas de una variable es también función continua de la 
misma, excepto para aquellos puntos que anulen á la fun- 
ción divisor, etc. La sencillez de estas demostraciones nos 
induce á omitirlas. - 

Como ejemplo de función continua presentaremos, por 
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ser el más sencillo de todos, el de^la^íunción potencial de 
exponente entero y positivo 2í*n. Esta función es, efectiva- 
mente, continua, pues se tiene 

// -s* ¿m := (jx -^yi)^ = 
y como las funciones 

son continuas para todos los valores fínitos de xéy^ la fun- 
ción u.es continua para todo valor ñnito de z. 

5. Representaciones geométricas «—Suponga- 
mos sea u =y(«) == X+ yi una función de la variable imagi- 
naria z = x -\-yi\ hemos dicho (n.** 1) que el campo de va- 
riabilidad de z puede representarse por el conjunto de pun- 
tos de un plano que tienen por coordenadas cartesianas, re- 
feridas á un sistema de ejes rectangulares ox^ oy (fíg. 1) los 
valores que pueden asignarse ikX éy\ pues bien, si en el 



(P) 




Fig. 1. 

mismo plano (/) ó en otro {P) tomamos los valores de -Yé ? 
como coordenadas cartesianas de puntos referidos á otro sis- 
tema de ejes rectangulares OX^ OY; á cada punto del pía- 
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DO/ corresponderán uno ó varios puntos en el /'.según que 
« sea ó no fundón uniforme, por ejemplo, al n^ el i^ al «| el 
«1, etc.; en general, al conjunto de puntos del plano / que 
representan los valores de «, corresponderá un conjunto de 
puntos en el plano /'que representarán los valores corres- 
pondientes de la fundón »• 

Si la fundón u es continua cuando el punto m recorra una 
cierta curva ab^ el punto u describirá otra derta curva AB\ y 
cuando z recorra una derta área c el punto u describirá tam* 
bien otra derta área C 

Si la variable t se presenta bajo la forma módulo-argu- 
mental «== p(cos.« -f isen.a), y la función 

se presenta bajo la misma forma, como se tiene 

I u |=«\/x*+y» ^R, arg.« = A = áng.tg.-y, 

á cada valor de p y a corresponderán valores de ^ y A per- 
fectamente determinados; á cada punto z^ corresponderán 
uno ó varios puntos »q, según que u sea ó no función uni- 
forme; y si II "^^/i^) ^ función continua, cuando el extremo 
del radio vector p describa una curva ad, el extremo de R 
describirá también otra cierta curva, etc. Gauss llamaba á la 
curva descrita por el punto fundón imagen de la descrita por 
el punto variable. 

La representación geométrica que acabamos de explicar 
ofrece ventajas grandísimas, alguna de las cií^les haremos no- 
tar más adelante, y será la única que utilizaremos en este tra- 
bajo, pero existe otra propuesta por Briot y Bouquet, si no 
estamos equivocados, que en ocasiones presenta también ven- 
tajas muy notables. Consiste la representación de Briot en 
utilizar el plano ordinario para la representación de los va- 
lores de la variable z^^x^yi^ y tomar los valores de X 
é y en una recta perpendicular al plano de las z^ de manera 
que, supuesta uniforme la función u =/"(«) = -Y + Yi, á cada 
valor de z corresponden en esa perpendicular dos puntos, 
uno al valor de X y otro al de K; suponiendo que u es una 



— 17 — 

función continua y que z recorre una curva en sü plano^* 
los puntos X ú Y describirán dos curvas en el espado, y si 
z recorre un área plana, X 6 y describirán dos hojas de su- 
perficie en el espacio, y el conjunto de esas dos hojas de su- 
perficie indicará las variaciones de la función u. 



6. Punciones monodromas y polidromast 
ejemplos* — Dada una función continua usss/(z), siix)onga- 
mos que el punto variable z esté sujeto á permanecer en una 
cierta área determinada; si todos los caminos que puede 
recorrer z «ni marchar de un punto inicial 5„ á otro punto 
cualquiera del área c, conducen al jnismo valor final de la 
función, diremos que u es una función monodroma^ según 
Cauchy, ó moíiptropa^ según Briot y Bouquet, en está área. 
Esta noción coincide con la ya definida de función uniforme. 

Si u =zf(z) es una función monodroma en el área A (figu- 
ra 2), |es evidente que si el punto z describe, una curva 
cerrada situada en el interior de i4, 
la función vuelve á tomar su valor 
primitivo al llegar s al punto de par- 
tida. Y, recíprocamente, si la función 
goza de esta propiedad, es monodro- 
ma. Consideremos, en efecto, los dos 
caminos z^az^ y z^ bz^ que van de z^^ 
á 5,; sea Wq el valor inicial de la fun- 
ción «, «, el valor que adquiere al 
llegar áCj cuando se sigue el cami- 
no z^az^^ continuando después por 
el camino s, hz^^ se llega á z^ con el 
valor Wq, por hipótesis: si ahora se 
retrocede siguiendo la línea z^bz^y la 
función volverá á pasar por los mis- 
mos valores en cada punto, y, por 

consiguiente, adquirirá en z^ el valor «^ antes obtenido, luego 
u es una función monodroma. 

Por el contrario, si la función 11 ^^f{z) es susceptible de 
tomar en cada punto del plano contenido en una cierta área, 
valores diferentes dependientes del camino que la variable 




rig.2 
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siga al llegar á él desde un punto inicial, la función recibe el 
nombre ác polidroma 6 politropa. Esta noción coincide con la 
de función multiforme anteriormente definida. 

Siguiendo la nomenclatura adoptada más frecuentemente, 
emplearemos las palabras monodroma y politropa para desig- 
nar las dos clases de funciones que acabamos de deñnir. 

Los ejemplos que siguen, tomados de las obras de Hcrmi- 
te (13) y de Briot y Bouquet (3), dan clara idea déla divcrs<'i 
naturaleza de las funciones monodromas y politropas. 

Ejemplo I, — Estudiemos primero el caso más sencillo po- 
sible, la función 

en la cual, suponiendo a = a, -4- ¿i,/ y s = ác +y #, se tendrá 

« = A- — íi, + í (> — íi,) = x' +y t\ 
si hacemos áP* = :v — «,, >' ==»>' — ¿i,. Sean Ay z (fig. 3) los 




Pigr.s. 



puntos que representan á a y ¿, respectivamente; es eviden- 
te que si hacemos] 



se tiene 



u^=^R (eos. 9 -f /. sen. 9) 



zA 
zA' 



R. 



zAx' )^ 
zA'x' j 



9' 



Esto supuesto, admitamos, en primer lugar, que z recorre 
una curva en cuyo interior se encuentra el punto A; enton- 
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su valor inicial y el argumento será el mismo que tenía en 
el punto de partida, aumentado en 2Jk::, y, por consiguiente, 
la función u tomará su valor, y es, por tanto, mono<lroma« 
Este resultado, descubierto por Cauchy, lo utilisaremot más 
adelante en otra forma. 
*Ejimpló IL — Consideremos ahora la función 



Masys — a. 
Haciendo z — a ;== r (eos. a + / sen. a), se tiene 

u = [r(cos. « 4- i, sen. «)] * = 



fi I COS. r H /.sen. 1, 



en cuya expresión ^ es un número entero cualquiera; los va- 
lores diferentes de u se obtienen haciendo ^ = y ^ss l: 
para ^ s= O se obtiene 

«'o = ''^ícos.Y-f /.sen. YJ, 
y para ^ = 1 

-/ « + 2r: . «-^2;: \ 
«, = r2 Icos. ^ hi.sen. ^ 1 = 

»o(cos. n -f- í* • sen. n) = — w^ 

Si s recorre un contorno cerrado C en cuyo interior no 
este el punto A^ afijo de a (fig. 3), los valores de r y a son 
los mismos iniciales cuando z vuelve al punto de partida, es 
decir, que partimos del valor »ot por ejemplo, y llegamos al 
f/^; la función u es, por consiguiente, monodroma en la re- 
gión del plano limitada por el contorno C% 

Si z recorre un contorno cerrado C en cuyo interior está 
situado el punto A^ afijo de a, el valor de r es el inicial 
cuando z vuelve al punto de partida; pero el de a viene au- 
mentado en 2:;, y, por consiguiente, el argumento de u vie-> 
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ees el valor de R variará entre ciertos límites; pero al vol- 
ver z al punto de partida el vector zA tendrá la misma mag- 
nitud que al comenzar el movimiento, y, por tanto, lo mismo 
le ocurrirá á R; pero el argumento (p partirá de un cierto va- 
lor 0|t y al dar una vuelta al contorno C en sentido directo, 
llegaremos á z con el valor cp, -f- 2;:; ahora bien, el valor de u 
será igual al que tenía en el punto de partida, y la función 
es monodroma. Lo mismo ocurre si el punto A está sobre el 
contorno; sólo que entonces al llegar z á este punto el argu^ 
mentó varía bruscamente en t:, como es fácil ver haciendo la 
ñgura. 

Si z recorre una curva en cuyo interior no esté el punto 
A, y supongamos ahora que A está en A\ al dar z una vuelta 
al contorno en sentido directo el valor de R vanará entre 
ciertos límites; pero al volver z al punto de partida el vector 
zA tendrá la misma magnitud que al comenzar el movimien- 
to, y, por tanto, lo mismo le ocurrirá á R\ el argumento (p 
partirá de un cierto valor f^^\ variará entre ciertos límites, y 
al dar una vuelta al contorno C llegaremos á z con el mismo 
valor (pi con que habíamos partido; el valor de u será el mis- 
mo que tenía en el momento de partida, y, por consiguiente, 
la funcióji es monodroma. 

Generalicemos el estudio anterior al de la función 

U = {z — a,) (z — <7g) ... (z — fln). 

Para ello, si hacemos 

2 -T <jj ■= r, (eos. a, + i.sen. «,) 
£ — a, «B r^ (eos. «, -f- 1 .sen. a,) 



s — íjTn = Tn (eos. «n -f-# . sen.otn) 
//s= ^(cos. <p + í . scn.íp), 

se deducirá inmediatamente 

R=sr^r^ ... rn, ? == «i + *i + ••• + •»• 

Esto supuesto, cuando z recorre un contorno en cuyo in- 
terior existan k puntos a{k^ff) el módulo de u recobrará 



t 
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su valor inicial y el argumento será el mismo que tenía en 
el punto de partida, aumentado en Hkr:, y, por consiguiente, 
la función u tomará su valor, y es, por tanto, monodroma. 
Este resultado, descubierto por Cauchy, lo utilizaremos más 
adelante en otra forma. 
*EJimpÍo IL — Consideremos ahora la función 



V u^=í\ z — a. 

\ 

f 

\. ■ Haciendo z — a ;== r (eos. a + / sen. a), se tiene 



r2 



u = [r(cos. « 4- 1 , sen. a)] * = 



(a + a^R « -|- a^n \ 
COS. ^ h /.sen. ^ 1, 



en cuya expresión k es un número entero cualquiera; los va- 
lores diferentes de u se obtienen haciendo ^ = y >(= 1: 
para ^ &= O se obtiene 

':\ 1 

y para ^ = 1 

«I = '' \^^^* ¿ h í.sen.- — ^ I = 

u^ (eos. r: -f- í • sen. n) = — «^ 

Si 5 recorre un contorno cerrado C en cuyo interior no 
esté el punto ^4', afijo de a (fig. 3), los valores de r y a son 
los mismos iniciales cuando z vuelve al punto de partida, es 
decir, que partimos del valor «oi por ejemplo, y llegamos al 
u^^ la función u es, por consiguiente, monodroma en la re- 
gión del plano limitada por el contorno C% 

Si z recorre un contorno cerrado C en cuyo interior está 

situado el punto ^, afijo de a, el valor de r es el inicial 

cuando z vuelve al punto de partida; pero el de a viene au- 

I mentado en 2?:, y, por consiguiente, el argumento de u vie- 
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ne aumentado en te; por lo tanto, si partimos del valor Hq lle- 
garemos al u^ y viceversa; luego la función es politropa en 
la región del plano limitada por el contorno C. 

Las consideraciones anteriores pueden generalizarse á la 
función 

Utilizando las notaciones émplead.is en el ejemplo I; ten- 
dremos que si la variable z recorre un contomo en cuyo in- 
terior existen k puntos ¿i (^ < «), el módulo de u recobrará 
su valor inicia^ y su argumento tendrá el valor inicial au- 
mentado en Jkz] por consiguiente, la función tomará su valor " 
inicial, ó un valor igual, pero de signo contrario, según que k 
sea un número par ó impar. La función, es, por consiguien- 

^^» { "polítroSa * I P^^^ ^^^^ contorno en cuyo interior exista 
un número [ j^J,^, | de raíces dk la ecuación. 

«• = (a¡ — fl,) (áf — flj) ... (z — fln) = 0. 

Ejemplo líl, — Consideremos, por último, la función 

en la que supondremos que py q son números enteros pri- 
mos entre sí. Haciendo z — a = r (eos. « -f- 1. sen. «), se tiene 



ttr= [r(cos. a 4- «•sen.»)] 9 = 



-r 

r^ I COS. 



(- 1 .sen. — 



J 



expresión en la cual ^ es un número entero cualquiera; los 
valores diferentes de u se obtienen haciendo 

* = 0,1,2, ...(^-1); 
hagamos 

-/ 9p 9Lp \ 

«rt = ^ ' I COS. h /.sen. — I . 
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Cuando el punto z describe un contorno cerrado C en 
cuyo interior no esté el punto A', afíjo de a (fíg. 3), los va* 
lores de r y a son los mismos iniciales cuando z vuelve al 
punto de partida; y, por tanto, si partimos del valor u^ de la 
fundón llegamos al mismo valor n^ la función u es, por con- 
siguiente, monodroma en la región del plano limitada por el 
contorno C, 

Si el punto z describe un contorno cerrado en cuyo inte* 
rior esto situado el punto A, afíjo de a, el valor de r es el 
inicial cuando z vuelve al punto de partida; pero el de « 
viene aumentado en 2n, y. por consiguiente, si hemos partí* 
do del valor i/q de la fundón u llegaremos al 

-/ (a + 2n)/ (a + 2k)/ \ 

«, = r9lcos.-^--^- — i£-4-,-.sen.-^— í- — ^j=- 



(2/R 2/j: \ 
COS. h t. sen. I . 



Ahora bien; si designamos por ^ una raíz primitiva de la 

ecuación binomia ;i^^ I, raíz que es, según se sabe, de la 

forma 

2/>n 2/r: 
9 = eos. h I. sen. , 

la expresión anterior se reduce á 

Si z diese una segunda vuelta al contorno C, se llegaría 
con el valor r/, = </| . ^ «a u^ {i*, y así sucesivamente hasta mul- 
tiplicar Uq por las g raíces de la ecuación binomia a*^ ■» 1. La 
función u es, por consiguiente, politropa en el interior de 
todo contorno en cuyo interior este situado el punto A, 

£1 lector puede generalizar sin ninguna difícultad los re- 
sultados que preceden á la función 

El El ?ü 

« = (« — <!,) «I (a — fl,) 9t ... (s — tfn)'''' 
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7. Áreas conexas y lazos*— Un área plana se llama 
conexa (de un solo trozo) si tomados en ella dos puntos cua- 
lesquiera, a y ¿, se puede ir de a á ¿ por líneas situadas por 
completo en el interior del área. Si en un área conexa se 
traza una línea que no se corte á sí misma y que enlace dos 
puntos del contorno, permaneciendo por completo en el 
interior, excepto sus extremos, se dirá que se ha hecho en el 
área un corte simple^ ó una cortadura. En la nueva área que 
se obtiene, que será ó no conexa, los dos bordes ó labios de 
la cortadura se consideran como líneas diferentes suma- 
mente próximas, y unidas al contorno primitivo forman 
parte del nuevo. 

Un área se dice que es simplemente conexa cuando un 
corte simple rompe su conexión. Si, por el contrario, pueden 
darse en el área diversos cortes simples sin romper su 
conexión , el área se dice que posee una conexión múltiple ó ' 
que es múltiplemente conexa, 

£s evidente que en un área plana limitada por un contomo 
ÜDÍco no se podrá verifícar ninguna cortadura sin romper su 
conexión, y, por consiguiente, un área de esta naturaleza es 
siempre simplemente conexa. La proposición recíproca es 
verdadera también, pues si del contorno forman parte dos 
curvas cerradas diversas, a y ¿, un corte trazado de un 
punto de ¿I á uno de b no rompe la conexión, pues si desig- 
namos este corte por Cy sus dos bordes se unen con las 
curvas cerradas a y ¿ en un único contorno nuevo, siguiendo 
el cual se puede ir de un punto de uno de los bordes C al 
punto opuesto situado sobre el otro borde por líneas si- 
tuadas por completo en el interior del área. Por tanto, tra- 
zado el corte r no se rompe la conexión entre las dos regio- 
nes del área adyacentes á sus dos bordes, y podemos afir- 
mar que: 

Toda drea plana de contorno único es simplemente conexa^ y 
reciprocamente'^ y además, que: en un drea múltiplemente 
conexa^ utia cortadura que tenga st^s extremos sobre dos con-^ 
tornos diversos fio rompe la conexión^ y hace que el número de 
contornos que la limitan disminuya en una unidad. 

Supongamos ahora que se tiene un área plana conexa 
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cuyo contorno esté formado por n curvas cerradas distin* 
tas, C,, Cj ... Cn. Tracemos en el área considerada un corte 
simple de (7, á C*,, por ejemplo, la nueva área conexa tiene 
« — I contornos diferentes: si en esta nueva área se traza un 
segundo corte que enlace puntos de dos contornos diversos, 
y repetimos una y otra vez esta operación en las diversas 
áreas que vamos obteniendo, al cabo de // — i cortes, la 
superñcie que se obtiene estará limitada por un solo contor- 
no formado por los n primitivos enlazados entre sí por 
los n — I cortes, y será, por consiguiente, un área simple- 
mente conexa Por consiguiente: «« drea platia conexa limi' 
iadapor n copiiornos puede reducirse mediante n — i cortes^ qtu 
no rompan su conexión^ á un drea simplemente cotuxcu un área 
de esta naturaleza se dice que es n veces conexa, ó de or^ 
den n de conexión: asi que podemos decir que el orden de 
conexión de un área está determinado por el número de 
contornos diferentes que la limitan, ó también, por el número 
de cortaduras que la reducen á simplemente conexa, au- 
mentado en una unidad. Las áreas simplemente conexas, se 
dice que son de orden uno de conexión. 

Es evidente que los // — i cortes que hacen simplemente 

conexa una área de orden n pueden adoptar |K)siciones muy 

diversas: así, cn el área triplemente conexa limitada por los 

. contornos C,, C^, C^ (fig. 4) pueden darse los cortes by d^ó 

los b* y d\ para convertirla en simplemente conexa. 

Por último, puede observarse que si en el interior de un 
área simplemente conexa se describe una curva cerrada A^ 
que no tenga nodos, esta curva limita por sí misma un área 
que es tan.bicn simplemente conexa; y, por el contrario, si 
en el interior de un área múltiplemente conexa se describe 
una curva cerrada sin nodos, el área limitada por esa curva 
. será ó no simplemente conexa según que en su interior no 
estón, ó sí se hallen comprendidos, uno ó varios de los con- 
tomos que limitaban el área primitiva. 

Ldzos simples* — Cuando en el interior de un área conexa 
existen puntos aislados que por una causa cualquiera mere- 
cen un estudio especial, es muy frecuente rodear estos 
puntos por un círculo de radio fínito, ó infinitamente peque- 
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ño, cuyo centro sea el punto considerado, y unir el contomo 
de este círculo al del área por medio de una cortadura; la 
figura constituida por el circulo y los dos labios ó bordes de 




Fig:,4. 

la cortadura ha recibido el nombre de lazo simple: asi, en le 
ñgura 4, el punto a está envuelto por el lazo constituido 
por el circulo C*,, y la cortadura ^ ó la b'» 



CAPÍTULO II 



Seriee dle téarm^ixioe ixrLeLi:ixi8Lrioe< 



8* Oeflnlclones* — Una sucesión ilimitada de núme- 
ros de la forma a '\-bi^ que se forman por medio de una ley 
cualquiera, constituye una serie de términos imaginarios; asi, 
la sucesión 

(^,+V)+(^t+V) + -.+(^+M + ...= 

^{an-^bni) (1) 

constituye una serie determinas imaginarios,' Si los términos 
de la serie (1) se presentan bajo su forma trigonomctrica, ó 
módulo argumental, la serie (1) tomará la forma 

r, (eos. «, + <• sen . a, ) + r,^cos. «, + 1 , sen . o^) + . . . + 
rn(cos. an + i» sen. «n) + — = iirn(cos. ocn + / • SCn. On) (2) 

De igual manera que las series de términos reales, las de 
términos imaginarios se clasifícan en convergentes^ divergentes 
é indeterminadas ú oscilantes. Una serie de términos imagi- 
narios se dice que es convergente si la suma de sus n prime- 
ros términos 

Sn ^ (a, 4- ^0 + (^, 4- V) + ... + {an + M) (8) 

tiende hacia un límite finito y perfectamente determinado al 
crecer n indefinidamente. 
Una serie de términos imaginarios se dice que es diver* 
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gente si la suma de sus n primeros términos puede ser ma- 
yor que cualquier número dado al crecer n indefinidamente. 

Y una serie de términos imaginarios se dirá que es indi' 
termitiada ú oscilante si la suma de sus n primeros términos 
ni tiende hacia un límite finito y determinado, ni crece ili- 
mitadamente al crecer n indefinidamente. 

Entre las varias proposiciones relativas á la exposición de 
los criterios que pueden adoptarse para el conocimiento de 
si una serie es ó no convergente, son fundamentales los que 
siguen. 

9* Teorema I. — Una serie de términos imaginarios es 
convergente^ cuatido las series formadas por sus partes reales 
y los coeficientes de i son a la vez cotivergentes» 

En efecto, si en la serie (1) suponemos que las dos seríes 

«i + «1 + «, + ... + «n 4- ... » W 

^ + *i+¿, + ... + *n + ..., (6) 

son convergentes y tienen como límites A y B respectiva- 
mente, es indudable que el límite ó suma de la (1) será 
•5*= i4 + Bi; puesto que tendremos 

Sn = {a, -4- ^/) + (^« + V) + ... + (^n + M) =» 
(a, + «, + ... + an) + (¿, + ¿, + ... + *n)*'=« An + Bni, 

y al crecer n indefinidamente 

lim. Sn = lim, {An + Bni) = lim. An + i.Um. Bn = A + Bi. 

Si alguna de las series (4) y (6), ó ambas, fueran divergen^ 
tes, el mismo razonamiento que precede nos haría ver que 
la serie (1) será también divergente. Y del mismo modo pue- 
de verse que si las series (4) y (6) son oscilantes, ó una de 
ellas es oscilante y la otra convergente, la (1) será también 
oscilante. 

10. Teorema II. — (/na ser fe de términos imaginarios es 
convergente^ si la serie formada por los módulos de sus térmi" 
nos es también conver^nte. 
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En efecto, si suponemos r» «« V «»■ + ^n* , la conver- 
gencia de la serie 

''i + ''• + ••• + ''«+ - 
entraña la de las series (4j y (6), pues se tiene 

I tf» I < rn, I ^11 1 < ^«1 

por consiguiente, las series (4) y (6) siendo convergentes, la 
propuesta también lo es. 

Observacidn, — La condición expresada en el enunciado del 
teorema precedente es suficiente para la convergencia de la 
serie, pero no es necesaria^ pues necesaria no lo es más que 
la contenida en el enunciado del teorema I. Así, i>or ejem- 
plo,* la serie 

obtenida multiplicando los términos de la serie armónica por 
las potencias sucesivas de i no satisface al teorema II, y sin 
embargo es convergente; en efecto, la serie dada puede po- 
nerse 'bajo la forma 

y como en esta serie las partes reales y los coeficientes de i 
forman dos series convergentes, la propuesta también lo es. 

11. Definiciones* — El carácter distintivo que señala 
el teorema II entre las series convergentes de términos 
imaginarios sirve para clasificarlas, de modo análogo á lo 
que se hace en las series de términos reales, en series abso- 
lutamente convergentes^ que son aquellas en las cuales la se- 
rie formada por los módulos de sus diversos términos es 
convergente; y en series semi-cofwergcntes 6 condición almente 
convergentes ^ que son aquellas que» siendo convergentes, la 
serie formada por los módulos de sus términos no lo es. Se- 
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^n tendremos lugar de apreciar, las primeras tíenen en el 
Análisis m<'itemático, y en todas sus aplicaciones, mucha 
mayor importancia que las segundas. 

12. Criterios de convergencla.—En general, pue- 
de decirse que á cada proposición que señala un criterio de 
convergencia en las series de t(5rminos reales corresponde 
otra análoga en l«xs de términos imaginarios, sustituyendo la 
palabra módulo á la de valor absoluto de un término: como la 
mayoría de estas proposiciones tienen poca aplicación nos 
limitaremos á establecer algunas de que hemos de hacer uso 
frecuente. Antes de ello sentaremos algunas observaciones 
(le sumo ínteres por lo que facilitan el conocimiento de la 
convergencia ó no convergencia de las series de términos, 
imaginarios. 

Observación I. — Según lo dicho en el teorema 11 y en las 
definiciones dadas en el n.o 11, si la serie formada por los^ 
módulos de los iérmifios de upia serie de lérmifios imaginarios es 
convergente, la serie dada es absolutamente convergente. 

Observación IL — Si la serie formada por los módulos de 
los términos de la propuesta es divergente, podrán ocurrir 
los casos siguientes: 

a) Si el módulo del término general de una serié de tirmi'^ 
nos ipfiaginarios no tiene por limite cero, la serie no es con* 
vergente. 

En efecto, refiriéndonos á la serie (1) de la hipótesis 

llm,rn •= lim, V <ín* + ^n* 4- ^» se deducen inmediatamente 
las dos condiciones, ó una al menos, 

lim, a%i z|z O, lim, bn ^ O, 

y, por consiguiente, la serie de las a, la de las ¿, ó ambas, no 
pueden ser convergentes, y por tanto, tampoco lo es la 
propuesta. 

b) Si el módulo del termino general de una serie de térmi» 
nos imaginarios crece ilimitadamente al crecer n ifidefinidü" 
mente, la serie es divergente. 

Puesto que si m^^y (hf-^bt^ crece ilimitadamente 



I • 

s 

.! 



I 



I 



I 
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coa Mj también an^ ¿n* ó ambos, crecerán indefínidamcntc, 
y la serie de Lis a, la de las d, ó ambas, serán divergentes, y 
por lo tanto, también la propuesta. 

. La condición que precede es suficiente^ pero no necesaria^ 
porque alguna de las dos seríes de las a, de las b^ ó ambas, 
pueden ser divergentes sin que sus términos generales, y por 
tanto, Tn crezca ilimitadamente con n. 

c) Si el módulo del término getural de una serie de térmi- 
nos imagifiarios tiende hacia cero^ la serie será condicional- 
mente convergente^ ó divergente^ pero tiunca oscilante. 

Puesto que si Um, rn=aO, se tendrá 

lim. I «n I — O, lim, | ^n | = O, 

y las series de las a y de las ^ serán ambas convergentes, 
Ambas divergentes, ó una convergente y otra divergente; en 
el primer caso la propuesta será condicionalmente conver- 
gente, y en los otros dos divergente, pero nunca oscilante. 

Observación IIL — Si una serie de términos imaginarios es 
indeterminada ú oscilante^ el módulo de su término general 
tiende hacia un limite finito y determinado distinto de cero. 

En efecto, la oscilación de la serie (1) exige que las series 
(2) y (3) sean ambas oscilantes, ó una oscilante y otra con- 
vergente; y esta condición lleva consigo la de que los límites 
de an y de bn deben ser ambos fínitos y distintos de cero, 
ó uño igual y oti*o diferente de cero; de donde se deduce 
que el límite de rn tiene que ser necesariamente finito y 
distinto de cero. 

La condición que antecede es necesaria^ pero no suficiente^ 
pues siendo lim. rn finito y distinto de cero, lo mismo les 
ocurrirá á los límites de íz«, de ¿m ó ambos, y la serie de 
las a, la de las ¿, ó ambas, podrán ser divergentes, y en ta 
caso, también lo será la propuesta. 

Caracteres de oonvergencia. — Teorema III.— »S/ en una 
serie de términos imaginarios^ el módulo de la razón de un tér- 
mifio al que le precede tieftde hacia un limite finito y determi- 
nado X, cuando n crece ilimitadamente » la serie serd absoluta'* 
mente convergente si \ <^\^ y divergente j/ X > 1. 
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. £n efecto, sea la serie de términos imaginarios 

Dwn = «o + ''i + «1 + ••• + Un + ..., 



si Um, 



o 

u. 



= X < 1, la serie de los módulos es conver- 

gente, y, por tanto, la propuesta converge absolutamente. Si 

¡/m, —^ — = ^' > 1, la serie de los módulos es divergen- 

te, y como además | »n | ^ | »fi-l | , el módulo del término 
general crece ilimitadamente, y la serie propuesta es diver- 
gente. 



Si Um, 



Un 



= Xbs1, nada puede afirmarse h priori 

Wn-l 1 

acerca de la convergencia ó divergencia de la serie dada. 
Teorema IV. — Si en utta serie de términos imaginarios^ el 

módulo de v uu tiende hacia un limite finito y determinado X 
cuando n crece ilimitadamente^ la serie serd absolutamente con- 
vergente si X < 1 , divergente si X > 1 , y nada puede afir- 
mar se jí X = 1. 

La demostración de esta proposición es idéntica á la del 
teorema anterior, y por eso la omitimos. 

13. Propiedad importante.— ^^/ una serie de ter^ 
minos imaginarios absolutamente convergente^ se puede inver^ 
tir el orden de sus términos sin alterar su convergencia, 

£n efecto, si la serie 



o 



son convergentes, y en ellas puede alterarse el orden de co- 
locación de los términos sin alterar su convergencia, pero 
esto equivale á decir que la propuesta seguirá siendo coxk' 



o 

es absolutamente convergente, las dos series 

00 I 

^ I ^n I = I <io I + I ''i I + ... + Itfii I + ..., i 

o 

2 1 ¿„ I = I ¿j + 1 *, l-l- ... + 1 *» I + .... 




era que sea el ordeo de colocación de sus 

Una serie di terminas inta$¡nar¡oí condicio- 

Comirgculc, puede, no sólo cambiar de límite, sin¡} 

ser eouvergetile cuando sus terminas se alteren de lu~ 

coaneHienle. Esta observación, análoga á la he- 

Riemann (*) respecto á las series de tiírminos reales, 

demostrarse de un modo análogo al t 



Operaciones con serles de términos ImS' 

-Teorema 1. — Si se multiplican los términos de 
de términos imaginarios absolutameuU convergente 
positivos inferiores d un número dado, la serte 
también absolutamente convergente. 

<'fl + «, + -4-«'n + ..., 

a,, a,, ..., On, ..., números positivos íd- 

finito dado A. Por ser absolutamente 

'líente la serie dada, la de los módulos de sus términos 

j 1 »„ I = I ,/, 1 + 1 «, I + ... + 1 fc 1 + ... 

..tambii^n será conveliente, y según una propiedad conocida 
\,ic las series de tCrmiaos reales, será tambi¿u convergente 

I I fl„«„ I = I „^,j _]. ] a,u^ H- ... + I a„w, I + ...,, 

y. por c 

:iiin«H = aji„ + a,w, 4- ... 4- o»Mn + -., 

será absoliitnmcnic convergente, como se quería demostrar- 

Teorema II. — Si se suman término d termino dos á ntds se- 

^Jes de términos imaginarios, cuyos limites sean 
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U, V; W, ,..^^la serie obtenida es también convergente, y su ¡i- 
miteserd V-fU + W + ... 

En efecto, sean las seríes convergentes, de términos ima- 
ginarios 

o 

•o 

2^» = r^ 4- r- 4- ••• -♦- ^n -♦- ... i 

o 

•o 

2«^n — «^0+ ^1 + — + «'fl + **'i 

cuyas sumas designaremos por Uy Vy W^ y sea 

«o 

2/n = A + A + — +"/» + ••• » 



la serie cuyo tf^rmino general es /n == r^^n -f c^n + *^n* Desig- 
nando por c/n, Vny Wn la suma de los n primeros términos 
de las series propuestas, se tiene, por las hipótesis hechas, 

y, por tanto, 

Um, {Un +Vn+ Wn)^U-^ y+ W, 

y como el primer miembro de esta expresión es el límite de 
la suma de los // primeros términos de la serie £/n> la pro- 

posición queda demostrada. ' 

Teorema III. — Si las dos series de términos imaginarios 



lUn = ^/o 4- «, 4- - + «» -f- ... I (I) 

o 

Sfn = r^ 4- í'i 4- .- 4- «'n 4- - » ' (2) 



o 

00 



u 



son convergentes, y al menos una de ellas converge absoluta» 
mente, y tienen por sumas UyV respectivamente, la serie 

2wn = tffQ 4- «'i + ••• 4- tt'n 4 ••• I (3) 

o 
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ti^o termino general tiene for expresión 

es también absolutamente cofwergente^ y tiene por suma W el 
producto \3,V de las stimas de las dos series propuestas (*). 

SupoDg«nin(>s que la serie (1) es convergente y la (2) abso- 
lutamente convergente. ILignmos 

C» — Wo + «I -f- ••• + ''»!, rn = fo + r, 4-... + fn 

Designemos por/ la mitad de «, si n es píir, ó la de « — 1 , 
kí 11 es impar. Se tiene idt^nticamcnte 

U. r— v^U'\' r, Í/+ ... + VnU'V RnU^ v¿Un 'V rn) + 

VnTQ + Rni^* 

El primer término del segundo miembro es lVn\ y por 
consiguiente, se ¡)uede escribir 

irn^UV—iAp-^-Bp + RnUy (4) 

si se hace 

Ap = V^rn + t',rn - i + ... + Vprn - ;>, 

Zfp ^ Tp 4- 1 / n-p - I -f- ... -f* fw^o' 

Llamemos r« aquella de las cantidades rn, ^n-ii ... ^n-p 
que tenga mayor módulo, y r'« aquella de las cantidades 
^0» ^v •• ^»-P- 1» cuyo módulo sea también el mayor, se tendrá 

Mp I .< I '•* r( I ^0 1 + 1 í'. i + ...+ 1 fp I ), ^ 

I ^P I < I ^'* 1( I 2'p-i- • I t I í'P + » I +— + I ^n I ). 



(*) La demostración de este teorema, debido á Cauchy y completado 
por Mertens, te debe á Jensen.y está traducida de la obra: Mansión (P.) — 
Resume du court á^Analyíe infiniteumaie de CUn'ntrúte de (7«ff</. — París. 18S7, 
I TOl. 8.* 
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CAPITULO III 



15* Definiciones. — En el Análisis se emplean con 
frecuencia series cuyos términos son funciones de una ó de 
varias variables. Reñriéndonos exclusivamente al caso de 
una variable, una serie de esta clase tendrá la forma 

2 fn{z) =/o(5) +/.(«) -t- ... +Mz) + ... , ( I ) 

o 

en la cual yi(«)i/|(«), »>fn(z)y ... son funciones cualesquiera. 
£s evidente que las series de esta clase son verdaderas fun- 
ciones de la variable 2, deñnidas por la ley de formación y 
sucesión de sus términos. Supondremos nosotros que la va- 
riable z puede recibir valores cualesquiera reales ó ima- 
ginarios. 

£1 conjunto de valores de la variable que hacen conver- 
gente á la serie (1), recibe el nombre ác campo de convergen- 
cia de la serie, y es evidente que si estos valores se repre- 
sentan por puntos de un plano, el conjunto de estos puntos 
constituye el campo de convergencia de la serie. 

Entre todas las series de la forma (1) las que ofrecen ma- 
yor Ínteres son aquellas .cuyos términos pueden ordenarse 
por las potencias ascendentes ó descendentes de la variable, 
es decir, las series de las formas 

vtf,j;g»i T=sa^ + a^z -f <!,«■ + .#. -f an«» + ... , (2) 






(«) 
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en las cuales los coefícientes ao«tf,« a,,... «n» ••• son números 

fínitos reales ó imaginarios, y serán las únicas que nosotros 

« 
•estudiemos. Como toda serie de la íorma 2X9nZ'f^ puede trans- 

t 
« « 

formarse en otra de la íorma lanz\ con sólo hacer « as ^ , 

o »* 

sólo nos ocuparemos en el estudio de estas últimas. Lacroix 

llamaba series ascendentes á las de la íorma (2), y desanden- 

tes á las que tienen la forma (3). 

16. Teoremas fundamentales.^Toda serie de la 
íorma (2) es desde luego absolutamente convergente para el 
valor 2; =s O, pues para este valor de la variable la serie se 
reduce al coeñciente a^^ que es, por hipótesis, un número 
ñnito; pero además de ese pueden existir otros muchos va- 
lores de 2, para los cuales la serie sea convergente, y los teo- 
remas que siguen permiten separar estos valores de aque- 
llos que la hacen divergente. 

Teorema de Cauchy. — Si para un valor de la variable cuyo 
módulo es p, los módulos de los términos de una serie ordenada 
con relación d las potencias enteras^ positivas y crecientes de la 
variable^ son inferiores d un número positivo^ determinado y 
finito^ A, la serie es absolutamente convergente para todo valor 
de la variable cuyo módulo sea menor que p.. 

En efecto, designemos por 

/*u,f" i, f j, ..* /*fi, ••• ■* 

los módulos de los coefícientes Aq, a^t a^y ... «n» ••' de la serie 

« 
e 

cuya variable z es imaginaria; y supongamos además que al 
dar á 2 un valor tal que | «; | =» p, los módulos de sus diver- 
sos términos ^ 

« 
enores que el número finito A, Demo9 á s un valor tf 
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tal que | s' | = p' < p, la serie 

es ^evidentemente convergente por ser -il- < i ; luego multi- 

pilcando sus términos por los números (1) respectivamente, 
la serie obtenida 

^0 + ^i?' 4- '•«?'• 4- ... 4- '-no'» -t- ... 

será convergente, y como esti serie es la de los módulos de 
los términos de la ■ 

a^ + <»i«' + Or^ H- ... a^xi'^ 4- ... , 

la propuesta es absolutamente convergente p.ira todo valor 

de s que satisfaga á la condición \ z \ ^ p, como se quería 

demostrar. 

De una mcinera análoga podría demostrarse la proposición 

siguiente: Si para un valor de la variable cuyo mJdulo es p» 

los módulos de los términos de uua serie ordenada con relación 

á las poicncias enteras\, positivas y\crecientes de la variable ^ 

sopí mayores que un número determinado y finito A, al menos 

desde un cierto termitto en adelante^ la serie es divergente para 

todo valor de la variable cuyo módulo sea mayor que p, 

« 
Teorema db Adbl. — Si una serie de la forma 2¿aiiZQ 

o 

*^\dUe"ja!u\ f <*''<' «« ^'^<"' ''' ^<* "aríabU z de módulo ^, 

que p; y en el caso de convergencia la serie será absolutamente 
cofwergente. 
Sea la serie 

v¿j„5pn =t íj^ -|- a^z 4- <ií5* 4 ... 4" ^n«* -H ..., (O 

o 

I 

en la cual z es una variable imaginaria, y a^^ a^y ^s».« ^n, ••• 
constantes reales ó imaginarias. 
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!>• m 7r«irvr oe ouViiiln s^ «i» sénnmr» deben 
r#7^ 4 aus^tlft* qiie « amneace imirnníi ianwntir. j La 

itiVliiío«% di^ ettsry» scrminr» ¡)or z^ ^, s, ^ ,::^ ^ f por ^ 
remiróme» iicu ^lerie 

^lu» ;>orirá escrihine bajo la fbnnsí 

Si rfpT'^TiisntanuM por ^ =i — - ^ L el múdiuo de la 
— , >)4 3u5duúv9 de IfM térmxxuM de la serie ^3) 



4 

c^r/oft ScrcninrM soa menores que loe» de la :iexic 

•Ji -f- x^ -r- 'la* -i- -- 4- 'xí* -♦- ... 

cni^ <ííi an;» pro^esífSti geomctrica de rózúo menor qwc la 
iniririd; por cnasííjuientc, la serie 4: es conTcrgcote, j^ por 
z^nirt, la I abaoLUtamente coiiTerjmte para el TaIorGalls^- 
derrtfio. a'mf# ac quería *Icmof>trar. 

2.^ Si 1a serie 1 1 . es divergente para un Taloc de s de mo- 
finio s, tam.i>icn lo :ierá para tixio Yaior de j de módulo p'^p» 
P íes ñ fuera converg^ente para este nuevo valor de s tam» 
hicn lo ierxa para todos aqueu«» valores de módulo ÍAÍcrior 
¿ s" j. por tanto, para ei valor de módulo p« lo cnal es COQ - 
traní/ á. la hipótesis sentada. 



't — Los teoremas de Cauchy y Abel» sobre todo el de 
nniten definir coa toda preosióa el campo de 
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« 
vergencia de una sene de la forma ^Onz^, y permiten de- 
mostrar que este campo es un circulo que tiene por centro 
el origen de coordenadas, y por radio un «ierto valor del 
módulo de la variable, que recibe por esta causa el nombre 
de radio de convcrgetuia de la serie. 

En efecto, dividamos todos los círculos que tengan su cen- 
tro en el punto O^ origen de coordenadas, en dos clases ó 
conjuntos A y B\ diremos que un círculo pertenece á la cla- 
se ^4 si la serie dada es convergente para cualquier valor de 
la variable contenido en su interior, y, por consiguiente, de 
módulo inferior á su radio; y diremos que pertenece á la cla- 
se ^ si la serie es divergente para cualquier valor de la va- 
riable exterior al círculo, y, por tanto, de módulo mayor que 
su radio. 

Es evidente que un círculo cualquiera trazado desde el 
origen como centro y con un radio cualquiera, pertenecerá á 
la clase A6 k\9, B\ porque si no pertenece á la clase A será 
porque en algún punto de su interior la serie es divergente, 
y en tal caso, también lo será para todo punto del exterior, 
y, por tanto, pertenecerá á la clase B. Además, si un círcu- 
lo pertenece á la clase A, todos los concéntricos con él y si- 
tuados en su interior pertenecen á la misma clase, y si per- 
tenece á la el «ase B todos los concéntricos con él y situados 
en su exterior pertenecen á la misma clase ^. La división 
de todos los círculos de centro O en las dos clases A y B sa- 
tisface á todas las condiciones necesarias para defínir un 
cierto círculo C, límite de las dos clases, y que goza de las 
propiedades fundamentales de que todo círculo situado en 
su interior pertenece á la clase i4, y todo círculo situado en 
su exterior pertenece á la clase B; lo cual equivale á decir 
que para todo valor de la variable z de módulo inferior ai 
radio de C la serie propuesta es absolutamente convergente, 
y para todo valor de z de módulo superior al radio de C» la 
serie es divergente, sin que apriori pueda afírmarse nada 
respecto á la convergencia ó divergencia de la serie para va- 
lores de % de módulo igual al radio de C, ó sea para puntos 
.situados en la circunferencia que limita este círculo. 
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£1 circulo C recibe, como ya hemos dicho, el nombre de 
circulo de convergencia di la serie^ y su radio, que designare- 
mos por ^, el de radio de convergencia, Claro es que el ra- 
dio de convergencia de una serie depende de la naturaleza 
de ésta, y puede tener un valor real cualquiera. Asi, por 
ejemplo, la serie 

Xjs»» = 1 -{- s + «■ + ... 4- «* 4- ... 
o 

es absolutamente convergente para todo valor de s de mó- 
dulo menor que la unidad, y divergente para cualquier va- 
lor de z de módulo mayor que uno, así que el radio de su 
circulo de convergencia será ^s= 1. La serie 

y«!.«ns-i -I- 1!. «4- 2!. «• + ... -4- «!.«»-♦- ... 
o 

es divergente para cualquier valor de z distinto de s »- O, 
luego el radio de su circulo de convergencia será J?^ 0. En 
cambio la serie 

S^:*=14--H--H-... + 4 + ... 

«ni II 2! ni 

es absolutamente convergente «para cualquier valor finito 
de Zy por ser convergente la serie de los módulos corres- 
pondientes, luego el radio de su círculo de convergencia 
será ^= 00 . 

18. Determinación del radio de convergen^ 
cia de una serie* — No es siempre fácil determinar el 
valor del radio de convergencia de una serie, por las formas 
variadas que éstas pueden presentar, sin embargo, en la ma- 
yoría de los casos la aplicación de uno de los teoremas que 
siguen permiten hacer esta determinación con toda pre* 
cisión. 
Teorema I— Una serie de la forma 

•oo 

o 



• 



I 
t 

4 



\ 
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€H la cual se satisface la condición 


Um, 


«■ 


n-^oD 


a«-i 



reprcseptiando a wt námero positivo determinado^ que también 
puede ser cero o infinito, es absolutamente convergente cpí el in- 



terior de un círculo de radio — . 

01 



En efecto, sea a^ ^ a un número positivo, como a es el lí- 



mite de la razón 
liinte, se tendrá 



o» 



«n-l 



i, desde un cierto valoAe n en ade- 



an 



«n- I 



<«l 



y, por tanto, 



flní" 



aB-.|tn-< 



On 



«n- I 



I « I < ». U I ; 



ahora bien, la serie propuesta *será absolutamente conver- 
gente para todo valor de z cuyo módulo satisfaga la con- 
dición 

a, I s I < 1, ósea | 5 , < JL, 

y como a, puede diferir de a en tan poco como queramos, para 

todo valor de z de módulo menor que — . 

01 

Sea «, < a un número positivo, como a es el límite de la 
, desde un cierto valor de n en adelante, se 



razón 



«n-l 



tendrá 



On 



«0-1 



> «1. 



y, por tanto. 



a„cn 



a„-|2n-l 



On 



Oii-l 



I « 1 > «, I s I ; 



ahora bien, la serie propuesta será divergente para todo va* 
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lor de z cuyo módulo satisfaga la Condición 

flt, |«| > 1, "^ ósea l«l > ^» 

y como ot| puede diferir de a en tan poco como queramos, 
será divergente para todo valor de z de módulo mayor que — •: 

luego — es el radio de convergencia de la serie. 

Tborbma U.^C/na serié de la forma 

\;¿i,j5n =s ¿i^ 4- íZj« 4- íz,s« 4- ... -H an«» -4- ... 

en la cual se satisface la condición 



'í?* V ^»» "^ *' 



n=co 



representando a un tuimero positivo determinado, que también 
puede ser cero ó infinito^ es absolutamente convergente en el in- 



terior de un circulo de radio — . 

a 



La demostración de este teorema es casi idéntica á la del 
anterior, y por eso la omitimos. 
Teorema III (Pincharle). — Si en una serie de la forma 



^anzn cada una de las razones 
o 

On- I 



a. 



es constantemente finita, y desigtiamos por a^» ^ las dos razones 
de menor y mayor valor fiumcrico respectivamente, vamos d de- 
mostrar que para todo valor de z de módulo mayor que — la 

serie es divergente; para todo valor de z dé módulo menor que 
— la serie es absolutamente cofwergente; y para valores de z 
cuyos módulos satisfacen d la limitación. 
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ñ9fuedi afirmarse á priori la comoirginda ó divergencia de la 
ierU{,^). 

En efecto, sea 3| ^ P un número positivo: desde un cierto 
valor de n en adelante, se tendrá evidentemente 



a« 



a«-i 



<Pi. 



y, por consiguiente, 



Ob - 1 «" - « 



a« 



a«- t 



I * l< M « I : 



ahora bien, la serie propuesta será absolutamente conver- 
(^ente para todo valor de z cuyo módulo satisfaga á la con- 
dición 



M * l< 1. 



Ó sea 



'"<ir' 



y como % puede diferir de % en tan poco como deseemos, la 
serie será también absolutamente convergente para todo 

valor de % de módulo inferior á — . 

Del mismo modo, si se supone «, < o, desde un cierto va- 
lor dé n en adelante, se tendrá 



a«- t 



> «i. 



y, por consiguiente, 



a«-i««-* 



Oa -I 



I « I > «I ! « I ; 



ahora bien, la serie propuesta será divergente para todo va- 
lor de z cuyo módulo satisfaga á la condición 

I « I > ^. 



«. I H > 1. 



ósea 



*i 



y como «I puede diferir de a en tan poco com^ deseemos, 
la serie será también divergente para todo valor de % de mó- 
dulo superior á — . 



(*) El enunciado de esta proposición y el de la siguiente, se abrevian de 
modo notable si se supone conocida la teoría de conjuntos. 



— 45 — 

Si — > I ^ I }> -T> ^^^ puede animarse respecto á la 

a p 

convergencia ó divergencia de la serie. 



Noía, — Si a «■ P, la razón 



üm 



tiende hada un limite 



«■- i 
determinado y ñnito, y esta proposición coincide con el 

teorema I. 

Teorema IV (Cauchy-Hadamard). — 6i en una sirU di la 

o» 

forma ^anz^ los wimeros 



^v 



V^^í» V^^3» -t y«iii •••» 0) 



son finitos y y designamos por a el de mayor valor numérico^ va* 
mos d demostrar que — es el radio de convergencia de la serie 

propuesta. 

En eíectOf sea «, ^ a un número positivo finito, por el 
enunciado mismo del teorema, á partir de un cierto valor 
de n en adelante, se tendrá 

• 

|y«»l<«i, ósea |<»n|<«t», 

y, por consiguiente, 

I <in«» I < «I» I s» 1 ; 

ahora bien, para todo valor de z que satisfaga la condición | 

«. I « |< 1, ó sea I , |< -i-, ' j 

la serie propuesta es absolutamente convergente, y como «f ^• 

puede diferir de a en tan poco como deseemos, también lo j 

será para todo valor de z de módulo inferior á — . .i 

Sea ahora a, <^ a un número positivo; es evidente que en- 
tre «aya estarán comprendidos infinitos elementos de la su- 
cesión (1), ó, lo que es igual, que existirán infinitos indi' 
ees nh = k para los cuales se verificará 

I V <»ii I > «1. ó sea I íJk I > V. • 



_ 46 - 
y, por tanto, 

I «4«* 1X^1*1)»: 

ahora bien, para todo valor de s que satisfaga la condición 

«,1 5 I > 1, ósea |5| > -i-» 

la serie formada por esos tcrminos, y, por consiguiente, la 
propuesta, cu divergente; y como a, puede diTcrir de a en tan 
poco como queramos, la serie dada es divergente para todo 

valor de 5 de módulo mayor que — ; luego — es el radio 

de convergencia de la serie propuesta, 

Noía» — El teorema de Cauchy-Hadamard es decisivo para 
la determinación del radio de convergencia de una serie de 

la forma > anS*^. pues reduce la cuestión á determinar el ma- 



yor valor del módulo de los números \/ an , cosa siempre 
factible. 

19* Series uniformemente convergentes.—Una 

serie de la forma v^^^» convergente en un cierto campo, se 

o" 

dice que es uniformemente convergente en una parte de su 

campo, si á todo número positivo s, tan pequeño como se 

quiera, se le puede hacer corresponder otro número entero 

y positivo «, tal que el valor absoluto del resto Rn de la 

serie 

sea menor que f para todos lo^ valores de 5 contenidos en 
esa región del campo de convergencia. Como observa Gour- 
sat (♦) la condición de que el número //, que corresponde á 
un cierto valor de s, sea el mismo para todos los valores 
de z contenidos en el campo, es esencial en esta deñnición, 
porque para cada valor de z existe siempre un número n 

(*) Gourtat (ia\ Vol. I, páginas 406-407. 



4 •' 
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que satísface á la condición de ser | i?n | ^ t, por la con- ' 
vergencia de la serie, pero nada demuestra áfriorJ que para 
un valor dado de n, el resto ^n tenga un módulo inferior 
á I cualquiera que sea el valor de z. La serie 

• * - 
es uniformemente convergente para todo valor de » conte- 
nido en su círculo de convergencia, pues se tiene 

/?;» = an 4- «n -f I -f ... =r YZT» 
y, por tanto, 

ó sea, haciendo | jc | s= ^ , 

y para que | I^n \ sea menor que c, debe tenerse * 

-^ — <' e, de donde ^ < (1 — r) c, 

desigualdad que siempre queda satisfecha para un valor ente- 
ro de //, y para todos los valores de r menores que la unidad. 

20. Propiedades de las serles unlformeineii* 
te convergentes. -£n los teoremas que siguen están 
contenidas las propiedades que nos interesa conocer de las 
series uniformemente convergentes. 

Teorema I. — Toda serie de la forma 2anzn es uni/ormementi 

o 

convergente en el interior de un circulo de radio r que difiera 
por defecto del radio de convergencia R en una cafUidad posi- 
tiva 5 tan pequeña como se quiera. 
En efecto, por ser R — ^ < 5, y 8 un número positivo, 

— < 1, y, por tanto, la serie 

>-^i+(iy+-+(i)"+- 
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es convergente, y según lo antes expuesto (n.® 10) puede 
obtenerse un valor entero de h^ para el cual se verifique que 



(t)"+ (i)""' '+•••<- 



siendo a un número positivo tan pequeño como podamos 
desear. Si designamos por r^, r^, r,, ..., rn, ... los módulos de 
a^ tf„ a^, ..., an, ..*« y por Áíd mayor de los productos 

J/será un número finito por ser convergente la serie dada, 
y el valor del resto de la serie propuesta para un valor de z 
de módulo r, será 

I ^H I ár„rii+rn+ • ^^-H t 4- ... < J^fi-^ + -^^ + -] =^/«; 

y para que esta expresión sea menor que un cierto número 
positivo e tan pequeño como se desee, será suficiente hacer 

A/a, < f , ó sea « < -jT » 

lo que siempre es posible. 

Teorema II. — Si f, (z), f,(z), ... íii(z), fii + 1 (z) ... son funcio- 
nes continuas de z para todos los valores de la variable conteni- 
dos en el interior de un cofttorno, y para estos valores la serie 

^W«/l(«) + /.(5) + ...-f/n(i;)-|-/n+,(s)H-.... (1) 

es ufUformemente coftvergente^ la función F(z) serd continua 
para todos los valores de z comprendidos en ese contomo, 

£n efecto, suponiendo que damos á ¿; un valor cualquiera 
contenido en el interior del contorno dado, hagamos 

?i W =/.(«) -*- /•(«) + - -i-/n(«). 
?i(«)=/n+i(«)-i-...,] 
se deducirá 
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Por ser la serie (1) uniformemente convergente siempre 
se podrá elegir un valor de m para el cual se verifique que 

siendo « un número positivo tan pequeño como queramos. 

Si damos á « un valor jb + A, contenido también en el inte- 
rior del contorno dado, se tendrá 

y, por consiguiente, 

^(« + *) - ^W = [?.(»+*) - «P.W1 + [?.(» + A) - ?.(«)]; 

ahora podrá siemi>rc asignarse á A un valor suficientemente 
pequeño para que se tenga 

I «?.(«+*)-?,(») I <«. 

I ?,(«+*)-?.(») I <2a, 
y, por lo tanto, 

cantidad tan pequeña como podamos desear, la igualdad an- 
terior nos demuestra que J*\z) es una fundón continua de jb, 
y el teorema queda probado. 

Corolario, — Toda serie de la forma i¿Xn«* cumple las con- 
diciones del enunciado del teorema anterior para todo valor 
de z contenido en el interior de su círculo de convergencia; 
luego podremos afírmar que lafunciÓ9i representada por una 

serie de la forma >.anzQ es una función continua para todova" 

lor de z contenido en el interior de su circulo de convergencia. 
Esta proposición es de la mayor importancia. 

Teorema III.— Ufia función de la forma f (s) «s ¿anz"^» no 

puede ser desarrollada en una serie de potencias de s mds qu4 
de una sola manera. 



■ J 

•I 
.•I 

• ! 
I 

I 
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En efecto, supongamos que además de ser 

se tuviese 

es evidente que estos dos desarrollos serán idénticos para 
todo valor de z contenido en el interior del círculo de con- 
vergencia, y, por tanto, para 5 = 0; pero de esta hipótesis se 
deduce inmediatamente <i„ = ^q. 

Suprimiendo estos dos supiandos, dividiendo por cé igua- 
lando, se obtiene 

^1 ^" ^1^ + ••• + ^n5» - I -f- ... = ^j 4- ¿gS -f- •.. + ^nz^ -« + ...; 

igualdad que debe veríñcarse para todo valor de z conteni- 
do en el círculo de convergencia, y; por tanto, para 2 = 0, 
hipótesis de la cual se deduce a^ »> d^; y repitiendo este mis- 
mo razonamiento se probaría que los dos desarrollos son 
idénticos. 



CAPITULO IV 



J^-unciones elementeLlea. 



21. Pune ion entera.—La más sencilla de las funcio- 
nes elementales, después de la potencial, es la función algé- 
brica, racional y entera formada por un polinomio de la 
forma 

Af^ + A^z + A^ 4- ... -f- ^w»», 

en el cual m es un húmero entero, positivo y finito, y 
A^^ A^y A^s ... Am son números reales ó complejos finitos. De- 
mostrada en un párrafo anterior (n.^ 4) la continuidad de la 
función potencial, es evidente que la función entera es tam- 
bién una función continua y finita para todo valor finito de 
la variable. 

22. Punelón éxponeneial.— La función exponen- 
cial e^ se desarrolla en la serie absoluta y uniformemente 
convergente, para todo valor real y finito de ^, 

o n! ^ II ^ 21 ^ n! ^ ' 

Si ahora consideramos la serie 

f — = i+ — + — + ... + — + .... ía) 

en la que z representa una variable compleja, veremos que 
también es absoluta y uniformemente convergente para todo 
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valor de » de módulo finito, por serlo la de los módulos de 
sus términos. La serie (2) define, por lo tanto (n.® 20), una 
función continua.de la variable zen un círculo de conver- 
gencia de radio infinito: esta función ha recibido el nombre 
ú^ función exponencial de variable imaginaria^ y se represen- 
ta por ¿*, así que tendremos 

Propiedades, ^L La función exponencial de variable imngi^ 
naria cotitiene como caso particular la de variable real. 

Pues es suficiente suponer en la expresión (3) z^^x ^ y x 
número real para obtener la serie (1). 

// La función definida por la serie (8) conserva la propie- 
dad fundamental de la exponencial de variable real^ propiedad 
expresada por la igualdad 

^i4.^=^i + *t. (4) 

En efecto, sustituyendo «, y «, por z en la expresión (3;» 
se tiene 

• -r 1, i 21 ^^ ~ m ' 

¿f* = 1 + ÍL + i!!. 4....+ i»! + ... , 
\ II ^ 21 ^ ni 

y aplicando á estas dos seríes el método de multiplicación 
anteriormente explicado (n.^ 14), el término general del pro- 
ducto es 

1 Jííl -4. 1» *"•' o- '•■ *■""' -j- 4. '•" 1 = 

m 11 li»-l;! 21 (n-2;l ' ' «I 

lo que nos demuestra la exactitud de la igualdad (4). 
IIL La función t^ puede ponerse bajo la forma X -f- Yi. 
Pues es suficiente bu^lituir z por x-\'yi en la fórmula (8) 
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<iesarrollar sus diversos términos y agrupar las partes reales 
c imaginarias. 

23. Punciones circulares directas.— Las fun- 
ciones circulares de arco real x^ sen, x y eos, x, se desarro- 
llan en las series absoluta y uniformemente convergentes, 
para todo valor de x, 

sen.^ss^ U.. 

81 ' 61 71 ' 

21 ' 41 61 ' , 

Si ahora consideramos las dos series 

8! * 61 7! ' • 

21 ^ 41 61 

CU las que z representa una variable imaginaria, veremos 
que son también absoluta y uniformemente convergentes 
para todo valor de z de módulo fínito, por serlo las de los 
módulos de sus diversos tórminos. Las seríes consideradas 
<lefínen, por tanto (n.^ 20), dos funciones continuas de la va- 
riable z en un círculo de convergencia de radio inñnito: estas 
funciones reciben el nombre de seno y coseno del arco com- 
plejo «, y se representan por 

sen.« = z -}-••• 

81 ' 61 71 r /.^ . 

cos.. = l-.-^--- + ... 

Los nombres de seno y coseno dados á estas funciones, se 
justifican por contener como caso particular (si «er=í¿= nú- 
mero real) las funciones ordinarias de igual nombre y por 
poseer propiedades análogas á las de éstas, según ahora 
veremos. 

Definiremos la función tg,z como razón de las dos anterio* 



I ■ 



,1 

1 
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res, es decir, haciendo 

ii'* ^ ^^ — • 

"• C08.f 

y las tres fuDcioncs sec.z^ cosecz y cotg. z como las recípro- 
cas de las tres fundamentales, es decir, haciendo 

sec.s = , cosec.5 = » ctg. z = 



COS. s sen c ** tg s 

Es evidente (n.® 4) que las funciones ig*Zy c/g.z^ sec.z 
y cosccz son funciones continuas de z para todos los valores 
de esta variable, excepto para aquellos que anulen á sus co- 
rrespondientes denominadores. 

Sustituyendo z por — z en las seríes (6), se obtiene inme* 
diatamente 

sen. ( — 5) =i — sen. z, eos. ( — s) = eos. 5, 

es decir, que el coseno es una fimción par y el seno es una 
función impar; y de aquí se deduce que la secante tambi(3n 
es función /<?/*, y la tangente, cotangente y cosecante son 
funciones impares^ lo mismo qué en las funciones circulares 
de variable real. 

24. Fórmulas de Buler.—Si en la serie exponen» 
cial (3) sustituímos z por s/, después z por — s/', siendo z real 
ó imaginario, y separamos las partes reales de las imagina- 
rias, se obtiene 

'"=('-v-^T")+'(Tr-|-+;f-)' 
..-=(,-^+4...)-,(A.i+-...), 



Ósea 



^<s=cos.s + /.scn.5 \ (6) 

^ -«»' =s= COS. z — / .sen.2 i * 



— 55 — 

iórmulas de las cuales se deducen inmediatamente las 

Cf>8.« = ■ sen s = I tg.a = ■ , (« i 

que son las llaniad«ns fórmulas de Euler^ de uso frecuentísi- 
mo, así como otras análogas relativas á su.z^ coseczy cig,z. 
Las fórmulas (7) nos permiten poner las funciones sem,z y 
cos,z bajo la forma X-4- 17, pues si en ellas hacemos zi=y$\ 
siendo v un número real, se tiene 

cos.yi^ ^ = 5 = ^^^y 

ev^ — e-yi^ . ev—e-v , -, 
sen. _)>/•= =/ = i,3k,y 

y, por consiguiente, 

COS. z = COS. (jt- + y i) = COS. ¿i: . eos, y i — sen. .íc.'sen.jfi = ^ 

cost,x,Ch,y — / . sen. x . Sk .y 
sen. z = sen. {x + ^'/)= sen.^v . cos,yi + eos. ¿c. sen.^i *■ 

sen. jc , CA .^ + I . COS. ^ . i5Af .j^ 

y, por tanto, los valores numéricos de seu»z y cos.z podrán ' 
calcularse mediante el empleo de tablas de funciones circu- 
lares é hiperbólicas. 

25. Porma exponencial de los números com* 
piejos* — Las fórmulas que preceden permitea presentar 
los números complejos bajo una forma distinta de las emplea- 
das hasta ahora, y que es de suma utilidad. Sea un nümeni 
complejo de la forma a-J-¿/ = r(cos.a + i.sen.«), por las 
fórmulas (6) se tiene 

COS. a -J- 1 . sen.a = ^»', 



• • 



y, por consiguiente, 

Ahora bien, 

rssze^r^ ósea rss¿». 
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si hacemos x = írssi l\/ a^ 4- ¡^ (♦), y, por tanto, 
tf 4- ¿/ s r . ¿^=^ + «< ra ^ 4- W — » ^(cos.jK + f .sen.x), (8) 

sustituyendo y por o. £n la expresión (8) el factor e^ repre- 
senta el módulo, y el elemento y el argumento del número 
complejo, y pueden fácilmente calcularse en función de a 
y h por medio de las fórmulas 

.v = /./<i» + *" , > = arcag.-. 

Como casos particulares de la fórmula (8) merecen men- 
cionarse, por su excepcional importancia, los siguientes, en 
todos los cuales suponemos jipss O, y, como consecuen- 
cia, ^= 1, y i( representa un número entero cualquiera, po- 
sitivo ó negativo, que puede ser cero: 

y a 2iftjc...^'' = cos.(2í6r) + i.sen.(2iftR) «=» -I- 1. 1 

>r — (2ift+ 1)r...^(2* +1)T< =s 

cos.(áift 4- l)n + i.scn.(2* + 1) n = — I . 
COS. hk + Í)r + 1 .senY2* + 1);: = + /. / W 

cosY2¿ — i)j:+#.scn/2¿— i);c— — I. / 

26 • Algunas propiedades de las funciones 
CÍreulares«~Las fórmulas (7) y (0) permiten extender á 
las funciones: circulares de arco imaginario la generalidad 
de las propiedades que poseen las de arco real. Así, si en las 

(*) Por el tigno /expretaremot lot logaritmos neperianot ordinarios. 
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fórmulas (7) se sustituye m por — m^M^wt obtiene 



(i-)= 



.(f->_.-(f-> 



gti + i'Mi 



ti 



G08.S 



• 



COS. 



(t-) 



.(t-K.-(t-> 



2á 



sen«s 



Si en Us mismas fórmulas (7) sustituimos m por 
obtendrá 



— «••© 



*en.(K — 5)= ^. =■ rr =»eo 



cos.(n — cV 



s=— — — C08.S 1 



2/ 3/ 



1 iacicnilo en las mismas fórmulas z igual á x «f* s, se ób- 
toiuirU 



8cn.(i:-| *)?= 



OklU^II + «"> 



tfí»r 


+ iW 


— 


^;fr + »< 


íC^ 


-♦-•)*• 


2« 

+ 


H'^+»)«' 






"— C08.« 



- » 



Si en la cxpn^sión <«i -^ «< = <«i x M se reemplaian S| y % 
l>or ^1 y fi,f, se obtiene 



y auHtituyeuiio eo esta la lorma exponencial por U móduk> 



argumenta!, se deduce 

cos.(jS| + s,) +/.sen.(5j + «,) =s 

(eos. 5j -f- '• sen. s,) (eos. a^ + i . sen. Sg) = 

(eos. J6j COS. z^ -r- sen. 5, • sen. s,) + 1 (sen 5, eos. a, -J- eos. 5, . sen. sj , 

y, por tanto, 

eos. (5, + jc,) = eos. z^ eos. «, — sen. z^ . sen. a^ ) 
sen.(5, +í^i) = scn'«Sj»cos.Sg4- cos.a^.sen.ai j * ■ 

Si en estas fórmulas hacemos z^ ^=^1 se deduce 



eos. 2^1 «= eos.*Sj — sen.*s, ) 



!• 



sen. 2i;| = 2 sen. 2| . COS. £| 
y haciendo en la primera de las (10) 2^.= — z^ 

eos. (5, — s,) = COS. 0=1 = COS.* z^ + sen.*S| ; 

y de modo análogo podríamos deducir otra multitud de fór- 
mulas idénticas á las conocidas de las funciones circulares 
ordinarias. 

27. Periodicidad de las funeiones exponen* 
cía! y elfculares. — Sabido es que una función /{z) se 
dice que es periódica y que admite el período w, si se veri- 
ñea la igualdad 

á 

siendo k im número entero cualquiera, -positivo ó negativo. 
/. LMfunciónexpofUficialtsperiódicaytiefU por periodo 275Í. 
En efecto, en virtud de las fórmulas (0), se tiene 

//. Las funciones sen.z> eos.z son periódicas y admiten el 
periodo 2ic. 
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En efecto, en virtud de las fórmulas (7) y (0), se tiene 

sen. (5 4- 2J(ik) = —^ as = sen.JS» 

COS. (z 4- 2áik) = ■ = • = COS. fi. 

^ • - 2 2 

///. La fufición tg. z es periódica y admite el periodo t:. 
En efecto, en virtud de las fórmulas (7) y (9), se tiene 

^g- (5 + *-) = 7j^^-:Hr7f)<+í.(*4-fc^)<] ^ /(^¿-j-í-fi) "^ '^' ** 

28. Generalización de la fórmula de Moivre. 

La fórmula de Moivrc, de tan frecuentes aplicaciones en el 
Análisis, se establece en los tratados elementales en el caso de 
argumento real; las fórmulas y consideraciones precedentes 
permiten generalizarla al caso de argumento imaginario. En 
efecto, sea z un número real ó imaginario, si designamos por 
my fí dos números enteros y positivos, se tendrá 



t(í-^')]" 



reemplazando en esta expresión z por 5/, sea z real ó imagi- 
nario, pues si z = x -{-yif se tendrá 5/ «■ je/ — ^, se obtiene 



(«±'')' 



■if (-"-)']; 



ó sustituyendo las exponenciales por las formas argumén- 
tales 

:os.sdt/.«en.xj)m=| eos Y^ « + i^) ± i . sen. (i « + Í^) f 



* 
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y extrayendo la raíz de índice u 

\cos.« ±:/.sen «) ^ =cos. (i » + ^) d= /.8en.(i«+i^) 

que es la fórmula de Moivre. £1 se^rundo miembro de la ex- 
presión anterior admite n valores diferentes, que se obtie- 
nen sustituyendo k por un sistema completo de números in- 
congruentes con n, 

29. Punción loaarUmlca.— Si suponemos que m y 
u son dos variables cualesquiera enlazadas por la relación 

la variable u se denomina el logar Utno neferiana de z^ y se 
designa por la notación 

empleada por Cauchy para diferenciar los logaritmos gene- 
rales de los números de sus valores reales, cuando óstos 
existen. La función logaritmo neperiano no es, por tanto, 
otra cosa más que la fundón inversa de la exponencial de 
base e. Si hacemos. 

« = ¿V -f-y I z=sp (eos. O + í • sen. 0) r=s p^íf , 

se obtiene inmediatamente 

de donde se deduce 
y, por consiguiente, 
y de aquí, y de la deñnición, 
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expresión en la cual ^ es un número entero cualquiera po- 
sitivo ó negativo. La expresión (11) nos demuestra que á 
cada valor de z corresponden una infinidad de valores de u, 
que forman una progresión aritmética cuya razones 3r/, y 
cada uno de cuyos términos es un valor del logaritmo nepe- 
riano dcjs. La función umml(fz)) es, por consiguiente, infi-- 
nW forme, CTauchy llamaba valor principal del logaritmo ne- 
pcriano de un número cualquiera z el que se deduce de la 
fórmula (11) haciendo ^««O, y lo designaba con la notación 

Iz^l^^ Oi ; 

este valor está siempre perfectamente determinado, pues /p 
es un número que puede conocerse en cada caso, y O es el 
menor valor del argumento de z. 

La rei)rescntación geométrica de la función /((s)) nos da á 
conocer una curiosa propiedad de esta fundón. Si imagi- 
namos <iuc la variable z describe, en sentido directo, en su , 
plano una curva continua cerrada que no contenga en su in- 
terior al origen , partiendo de un punto z^ para volver á él, 
p y O varían de un modo continuo y vuelven á z^ con el mis- 
mo valor inicial; por tanto, si se representa cada valor del 
logaritmo por un punto, cada uno de estos infinitos puntos 
describirá una curva continua y cerrada. Por el contrario, si 
la variable z describe en iguales condiciones una curva ce- 
rrada, en cuyo interior se encuentre el origen, p 'vuelve al 
punto de partida con su valor inicial, pero O viene aumen- 
tado en 2;:, y cada determinación del logaritmo toma su va- 
lor inicial aumentado en 2-/. Por consiguiente, las diversas 
determinaciones de /((s)) no es posible considerarlas con • 
funciones distintas é independientes de Zy si no se impon'^ 
alguna restricción á la variación de esta variable, puesto que 
se puede pasar de una á otra variando z de un modo conti- 
nuo; en realidad, estas distintas determinaciones son ramas 
diferentes de una misma función que se permutan alrede- 
dor del punto « = O (♦). 

(*) Etu importante observación eitá tomada de la obra GourMf (la), 
tonno ir, pági. 2S-29. 
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" ■ 

Como casos particulares de la fórmula (U) merecen seña* 
jarse los siguientes. 

5 -■ n.® real positivo ... = 0, »../((«)) = /p + 2¿j:i 

5 — n.** real negativo ...O == n, ... /((s)) = /? + {2k + l)rJ . 

i5 = 4-l.... .p = l,.../((l)) — 2^;:/ ' (^^^ 

5-- I, p =!,.../(( ^1)) = (2.6+ l)i:/ 

Líi primera de estas fórmulas nos dice que iodo número 
real posiiivo tiene un logaritmo real (para k^=^Oy lz = /p) y 
una infinidad de logaritmos imaginarios. La tercera de las 
fórmulas (12) nos dice que el logaritmo re<il de la unidad 
positiva es cero. 

. Y líis fórmulas segunda y cuarta de las (12) nos dicen que; 
los números reales negativos^ incluso la unidad negativa^ no 
tienen ningún logaritmo neperiano real, pero tienen una infini- 
dad de logaritmos imagiftarios. 

Propiedad fundamental de la función logarítmica, — La pro- 
piedad fundamental de la función logarítmica ordinaria ex- 
presada por la igualdad. 

^(«1 -f ) = ^-1 + /-, , 

y de Ja cual *se deriyan todas las demás, se conserva en la 
función logarítmica de variable compleja, pues si se tiene 

se deduce 

y, por tanto, 

ó, lo que es igual, 

/((5,s,)) = «. + «, = /((«,)) + /((;:.)) ; 

Únicamente debe tenerse en cuenta que los valores de los 
argumentos han de elegirse de modo conveniente para que 
se correspondan los valores de ambos miembros. 

Otra forma de la función logarítmica, — Si el número com- 
plejo z se presenta bajo su forma aritmótica z^Bsta-^-bi, 
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com parando esta expresión con la zssip(cús,^-\'isem,^, se 
deduce 



p = v/a«+¿« , O — arctg. -, 

» 

y, por tanto, la fórmula (11) tomará la forma 

tt«/{(s)) = /. v/flM^ + (are. tg. -^ -f 2Ak)í. 

Logaritmos tn base cualquiera. — Las funciones exponen- 
ciales y logarítmicas consideradas hasta ahora se refieren á 
la base e^ pero las fórmulas que preceden permiten exten- 
der sus propiedades á otra base cualquiera. £n efecto, si de- 
signamos por a una nueva base, se tiene 

y, por consiguiente, para la exponencial se tendrá 

y para la logarítmica se deducirá, si hacemos i^^(g*a((2^))i 
y, por tanto, 



la 

30. Definición de la potencia de exponente 
imaginario. — Mediante los principios y fórmulas que aca- 
bamos de establecer puede darse una interpretación exacta 
de la función potencial en el caso que el exponente sea un 
número complejo. Para ello, tratemos de averiguar qué re- 
presenta .la expresión u = z^ en la hipótesis de que s y if 
son números complejos. Si suponemos 

se .puede hacer 



I 

I « 
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dando áxéyloñ valores 

^«/.\/a«4-¿« , ^«arc. tg. Í4-2*ic. 

Si ahora hacemos 

x+ydsasr{cos.ff + i»8^n.f), 
se tendrá 

Hagamos al mismo tiempo 

« = «j + «,i — p (eos. «a + < . sen. u>) , 

y observemos, que tanto ^ como «> pueden recibir un núme- 
ro ilimitado de valores que satisfagan á las dos condiciones, 

n =rr are. tg. ~ 4- 2kK, ü) = are. tg. ~ -f- a^«. 
, w Hi 

La función potencial tomará la forma 

^'Ccoi.(?-t-a)) + <i«n.(? -h «))— - 

¿ff coi.(^+»»)[coá.(rp.sen.(y + o>)| + i.sen.|rp.8en.(y+w)|], 

y haciendo 

^=^?co8.(?-f.«) y <l> = rp. sen. (9 + 0)), 

se obtendrá ñnalmente 

t^ sss ¿n =r ^(eos. <!> + 1 . sen. 0) , 

expresión en la cual ^y pueden tener infinitos valores, 
pues ambos dependen de 9 y o>. La función js;^, en este caso 
general, es infínitiforme y no está bien determinada; suele 
considerarse como valor principdl el que se obtiene supo- 
niendo que ^, 9 y cú tienen valores menores que 2ii. 

31* Punciones circulares Inversas*— En la teo- 
ría de iunciones circulares de variable real se demuestra que 
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las fundones inversas are, cos»x^ arcsefux, arctg,x, etc., son 
susceptibles de una infinidad de valores comprendidos en 
fórmulas conocidas y de uso constante, y ahora vamos á de- 
mostrar que las funciones circulares inversas de variable 
compleja tienen análogas propiedades. 

Fwtcidn u = are. COS. z. — Definiremos la función 

i/=s arceos.! 

como la 'relación inversa de la « ■■ cos.u, 6 sea suponiendo 
que la serie 

tiene por límite ó suma el número z. Por la primera de las 
fórmulas (7) del n.^ 24, se tiene 



«== 



Ó sea 



f^i^ í=2«» de donde «a»' — ««»<^+laaiO, 



• • 



y, por consiguiente, 

luego 

« = 7/(G=fcV/**-i )). 
pero como 

-V/««-l = 



z 



y, por tanto, 
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la expresión de u toma la forma 

»=±|/((5+V/«*-l )). 

Ahora bien, como el logaritmo de un número complejo 
tiene una inñnidad de valores, la función us=:arc.ccj,z es 
infínitiforme. 

I*uncidn u = are. sen. z. — Deñniremos la función 

i/s=arc. sen.2 

como la relación inversa de la zs=sjen*u, ó sea suponiendo 
que la serie 

tt» tt» tt^ 

tiene por limite ó suma el número z. De la segunda de las 
fórmulas (7) del n.^ 24, se deduce 



2i 
ó sea 

1 ' 

mi -- = 2s/, de donde ^«< — 2«/.^< — l=sQ, 

y, por consiguiente, 

e^i = zi ±\/ 1 — s« = zi =fc iV«" — I ♦ 
luego 

«=i-/((w±,V/£«-l )). 



Y como el logaritmo del número complejo ztdziyz*'^ I 
tiene inñnitos valores, la función u = arc. sen.z es infíniti' 
forme. 

Función u >« are. tg. z.— Defíniendo la función 

.u=^arc.tg,z 



f 
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como inversa de la « s= i¡^. », la tercera de las fórmulas (7) del 
número 24 nos da 

de donde se deduce 

e^u^ ^ } =s st¿2»¡* + zi, ósea <í«<(l — «O ■= ^ + *^ 
y, por tanto, 

luego 

y como el logaritmo de la fracción _ admite infinitos 

valores, la' función u =x are. ig.z es infínitiforme* 

Fórmulas análogas á las anteriores se obtendrían para las 
funciones are, sec.z, are^ cosu.z y are. cig.%. 



CAPÍTULO V 



DiferencísLCíón* 



32* Primeras nociones.— Las defíniciones que an- 
teriormente hemos dado (n.^ 3) de función de una variable 
compleja, asi como de su continuidad, no imponen á las fun- 
ciones reales que la constituyen ninguna restricción especial, 
así que, suponiendo continua la función 

las funciones A' c F no tienen que satisfacer á más condición 
que á la de ser continuas respecto á las variables f p'¡[ ! , se- 
gún se suponga z= í río^^ + <8en.«) I • Si no establecemos 
ninguna otra restricción, el estudio de las funciones de la 
forma u queda reducido al de dos funciones de dos varia- 
bles, independientes ó no, y aunque el enlace de estas fun- 
ciones por el símbolo / introduce algunas simplificaciones 
son de muy escasa utilidad. Por esta causa, nosotros, siguien- 
do á Cauchy, vamos á restringir la significación dada á las 
funciones Xú F, comenzando por hallar las condiciones á 
que deben satisfacer para que la función // tenga una deri- 
vada perfectamente determinada con independencia del va. 
lor del incremento que reciba z, 

33. Condiciones de existencia de la derivada. 

Según se sabe, si/(Ar) es una función continua de la variable 
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real x, que admite una derivada, la ratón •^*'*"^^""^^^ 



tiende hacia f{x) cuando Ix tiende hacia cero. Tratemos de 
hallar, de modo análogo, hacia qué limite tiende el codeóte 

Ix'^ AA; + /.Ay ' 

cuando el módulo As tiende hacia cero, es decir, cuando 
^x y ly tienden simultáneamente hacia cero. Si A^é Faon 
funciones continuas cualesquiera, es fácil ver que el límite de 
la razón anterior dependerá, en general, del límite de la 

razón -=^ , ó, lo que es igual, de la dirección de la tangente 

en el punto 2 á la curva descrita por esta variable al ir del 
punto c 4- As al js; y lo que tratamos de averiguar son las 
condiciones á que deben satisfacer las fundones Xé Y para 
que el límite de esa razón sea independiente del valor del 

límite de -^ . Suponiendo 

y z^x-^-yiy supongamos que las dos fundones de x^y% 
Xé Y tienen derivadas parciales respecto á cada una de es- 
tas variables, y se tendrá 

fiu==d{X+ Yi) = dX'^t\dY, 
ó sea 

dX dX f dY dY \ 

f dX dY\ ( dX. dY\ 

y, por consiguiente. 



f dX dY\ , fdX dY\ 
dz dx-^ i.dy 



du 
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Dos caminos podemos seguir ahora para realizar nuestro 
propósito. £1 primero consiste en observar que para que la 
fracción (1) tienda hacia un h'mite ñnito y determinado in- 
dependientemente del valor de la razón --j- os necesario que 

las razones de los coefícientes de dx y dy evk sus dos térmi- 
nos sean iguiilcs, e^ decir, que se tenga 

17"*"' dx^ i\ dy '^' dy ) óy ""' dy ' 

y, por. lo tanto, es preciso que se verifíquen las dos igual- 
dades 

i£-— iZ i£. ÍL 

dx dy dy dx 

Estas mismas condiciones se obtienen también del modo si- 
guiente; supongamos que z recorre una recta paralela al eje 
de las Xt entonces y es constante, i(k = 0, y la fórmula (1) 
se reduce á 

du _dn _ dX dY 

d^"' dx^'d^'^"' dx * (^> 

Si ahora se supone que z recorre una recta paralela al eje 
de las y, entonces .v es constante, <¿v ^ O, y la fórmula (1) se 
reduce i, 

. du du \ / dx dy \ dY dX 



_}_(dX_ ,dY\ dY 
'~' s \ dy dy )'" dy ^ 



_ _ _ _ ^ /— -. (4) 

^ i.dy i \dy ^* dy ) dy dy ' 

La identiñcación de las expresiones (3) y (4), necesaria 
para que -^ tenga un valor independiente del de -i^, nos 

conduce nuevamente á las fórmulas (2) antes obtenidas. Las 
expresiones (3) y (4) nos dan también la fórmula siguiente, 
que es muy inportante, 

^ _ ^'^ — ^ ^^' (6) 

^- dx ^ i TJ 



—tí r oiiiziifit» z 













ce 



«v 




-V A' 



= -. ^- »==-^'> 



dS di '^ dt 



Aplicaado ahora ¿ ¡as fjnckncs Xé Fd 
fundoaes compueslss. se tirse 



de bs 



dX iX 

d: dx 


dx dx 

di ^ dy ' 


dy 

di 


1 


dY dr 

dt dx 


dx dY 

di ^ dy: 


dy 

di 


\ 



y, por consiguiente, 

du _dX_ dY^^dX^ dx^^X dy 

ir " di '^ * dt "^ dx ' di ^ 



/dY dx dY dy 

II — r— + 



)=(! 



di 



dX dY\dx 

-^'irj-dT 



\dx di * dy dt 

• idX^ . dY\ dy 
\ dy "*"' dy I di ' 

utilizando ]as expresiones (2) la fórmula anterior toma la 
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forma 



du 
dz 



V dx ^ dy I dt ^\ dx dx ) dt 

! dX dY\fdx , . dy \ 



ósea 

dz dx dx dx 

Análogamente se deduciría 



du I du \ /dx ,dY\ dr _,dX 
dz i dy ~^ i \ dy dy )^ dy dy ' 



y ]a proposición queda demostrada. 

Nota, — Una vez determinada la derivada -^ ^^fisi) de 

dM 

una función de variable compleja u=/(z)t su diferencial 
queda defínida por la relación 

du=/'{z),dz. 



34. Punciones armónicas.— En la hipótesis de que 
las funciones Xé F tienen, no sólo derivíidas parciales de 
primer orden respecto á x úy^ sino que también las poseen 
de segundo, las condiciones (2) pueden reducirse á una for- 
ma general de suma trascendencia, y que es indispensa- 
ble conocer. Si hallamos las derivadas parciales de las expre- 
siones (2), tanto respecto á x como respecto á y, se obtiene 

c*X _ d^Y \ d*X _ d^Y 

dx* dx.dy f dx,dy "~ dy^ 

d^X ^ d*Yy d*X _ d*Y 

dy.dx dx^ I dy* ~ dy,dx 









■^ 
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y 


de 


aquí se 


deduce inmediatamente 




















d>Y 



)• 



(«) 



es decir, que las dos funciones Xé Y satisfacen á la ecua- 
ción de Laplace 

en la cual se supone que Z es una función de las variables 
reales x éy. Las funciones que satisfacen á esta ecuación han 
recibido el nombre ácfuficümes ármameos^ así que la condi- 
ción imi>uesta á las funciones X é, y en el párrafo anterior 
equivale á decir que estas funciones deben ser armónicas (*). 
Riemann y sus discípulos desarrollan toda la teoría de 
funciones de variable compleja basándose en esta propiedad 
de las funciones JV é y, es decir, observando que una fun- 
ción de una variable compleja no es masque el enlace por el 
símbolo ii\t, dos funciones armónicas de las variables Ji; é jf. 
Nosotros seguiremos con preferencia el método de Cauchy, 
sin perjuicio de utilizar en algunas ocasiones los resultados 
obtenidos por Riemann. 

35« Definición. — Una función de variable compleja 
que tiene una derivada perfectamente determinada ha red* 
bido el nombre ác /unción píúnogena^ y también el á^ función 
analítica. Así, por ejemplo, la función 

es una función monogena, pues se tiene 

X=Ar«— ^r», Y:=x2xy, 

(*) Véate en U obra de Pícard (30\ tomo iiy un estadio muy completo 
de lai funcionei armónica!. 



• ■ 
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y; por consiguiente, 

d*x d*x d^Y a»r 



it 



dx* dy* ' dx^ dy 

luego las funciones X^ Y son armónicas. En * cambio, la 
función. 

r = ¿v* -4-^* -4- 2Aryi 

no es monogena, pues de 

se deduce ^ 

dX dX dY dY ■ 

=:2.v, — — =r2>. --— = 2;'. — — =2jlf, 



dx dy dx ^ dy 

y las condiciones (2) no quedan verifícadas. 

36. Nueva forma de las condiciones de mono* 
9eneidad* — Las condiciones (2) antes establecidas, nece- 
sarias y suficientes para que una función «•==/"(«) sea 
monogena, toman una forma algo diferente en el Ctiso de que 
la variable z tome ía forma z=ip(cos,(».'\' i\seH,9). En 

efecto, en esta hipótesis, se tiene 

■ ^> 

« =/[p (eos . a -f- <'. sen .a)] = X -*- >'/', 

siendo Xé y funciones de p y «; para distinguir este caso 
del anterior, hagamos 

y, por tanto, 

Supongamos que las funciones 11 y K tienen, no sólo pri- 
meras sino también segundas derivadas parciales respecto á 
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las variables p y «; tendremos 

dH dH 



ósea 



I dK ^ dK \ 



I dH dK \ I dH dK\^ 

y, por tanto, como 

<¿s = (cos.a-{-<*sen.a)^p4~p( — sen.« + #.C08.a)¿k, 

/ dH . dK \ / ¿^ <?Ar \ 

í/« \ ^3 ^? / \ <?« d% ) 

dz (eos .« + 1 . sen . a)</p 4- p ( — sen .a + f .cqs.a)^s 



(») 



Para que la razón — , sea independiente del valor que 

adquiere — , será preciso que se verifique la relación 

dp 



dH dK 

Op Op 


dH dK 

Ox Ox 


dH dK 

Ox Ox 



cos.a-j-i.scn.a p( — sen. a + icos. a) fp(cos.a-t-^'.sea.«) ' 

ó, lo que es igual, 

dH' dK \ ( dH ^ dK\ \ ( dK dH \ 

dp dp ip\ dx dx I ^ \ dx dx / 

y, por consiguiente, que se verifiquen las dos relaciones 

dH \ dK_^ dK l^ dH 

dp p dx dp p dx 
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ó sea •■ 

dff dK d// dK 

análogas á las relaciones (2) antes obtenidas. Las fórmu- * 
las (8) pueden obtenerse también del modo siguiente: si z 
recorre un radio vector, entonces a es constante, ^a as O, y 
la expresión (7) se reduce á 

dfí dK 



I • 

du du da do 



dz dp (eos . a + I . sen . a) eos . a + ^' • sen . a 

Si ahora se supone que z recorre una circunferencia de 
radio p y con el origen por centro, p es constante, ^p ss O, y 
la expresión ^7) se reduce á 

díl dK 



^____ du _ d% ,„ 

dz ~^ p(— sen.a4- «•cos.a)c?a <p(cg8.a4- i.sen.a) 

y la identiñcación de las expresiones (9) y (10), necesaria 

du doL 

para que — tenga un valor independiente del de , nos 

dz d^ 

conduce nuevamente á las fórmulas (8). 

Las funciones //yKácpya difieren esencialmente de las 

Xé Yúe X úy antes consideradas en que no son funciones 

armónicas, pues de las fórmulas (8) se deduce 

d*// d/í d*K 



^"a^r-^^^ d 

dH d^K 

P 



p "" doudp ( 



dp,doí da,* 
d*// d*K dK 



-p"xr-^p 



doL.dp dp* dp 

d*// d*K 

dofl dp,doL 
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de las cuales se deducen 

ecuaciones que aunque enlazan las derivadas parciales de 
primero y segundo orden de Hy Kno son idénticas á la 
ecuación de Laplace. 

37. Serie derivada.— Si dada una serie de términos 
ordenados según las potencias crecientes, enteras y positivasr 
de una variable, y absoluta y uniformemente convergente 
dentro de un cierto circulo de convergencia, se toman las 
derivadas de sus diversos términos, la serie asi obtenida 
recibe el nombre de derivada de la serie propuesta, asi que 
si^la serie dada representa la función yf^e), la derivada se re- 
presentará por /' («) (*); y vamos á demostrar el siguiente 
teorema: 

Toda serte absoluta y uniformemente convergente ordenada 
según las potencias crecientes^ enteras y positivas de una varia' 
blCy y su serie derivada^ tienen el mismo circulo de comoer" 
gencia, 

£n efecto, consideremos las series 



2anx;« = a„ 4- a^z + a^ + ... + <ín«*-h ..., (1) 



00 



o 



designemos por R el radio de convergencia de la serie (1), y 
vamos á demostrar que la serie (3) es también absoluta y 



(*) £n la obra de Bríot y Bouquet (3) puede verte la demostración d« 
que /' («) et la derivada de /(«) en el concepto ordinario de derivada. 



N 
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uniformemente convergente en el interior del circulo de 
radio R, 

En efecto, para todo valor de « tal que | « | «:^, > ^, 
las seríes (1) y (2) son divergentes, la primera por hipóte- 
sis, y, por tinto, suponiendo \an\^=^ An^ 

designando por H un número positivo tan grande como se 
quiera, y la (2) también será divergente por tenerse 

Supongamos ahora que damos á js un valor tal que 

por hipótesis la (1) es absoluta y uniformemente convergen- 
te, luego 

Para probar que la (2) es también absoluta y Uniíormc- 
mente convergente, consideremos la serie de términos po- 
sitivos , ^ 

R R^ Rj^' * 

que es convergente absoluta y uniformemente, porque la ra- 
zón de dos términos consecutivos 

n 
tiene por límite -^ < 1 1 y multipliquemos sus términos 
por los números 

. i4„ A^R^ A^R*^ ... AnR^'^ , ... , 
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que tienden hacia cero, la serie obtenida 

A^ 4- 2iV^, 4- 3í4,A;* 4- ... -f- nAnR^n- 1 4- ... 

será convergente, y, por tanto, la (3) absoluta y uniforme- 
mente convergente, como se quería probar. 

38. Derivadas de diversos órdenes.— Hemos 
demostrado que una función u =/[z) s= X-^ Yi será mono- 
gena, si se satisfacen las dos condiciones 

dX dY dX dY 

^^^^^ ^___ ^_^^^ • ^^^^^ ^^_ ^— ^— « . 

dx dy dy dx 

y además que entonces se tiene 

du du 1 du 

Y ahora vamos á demostrar que, suponiendo que las fun- 
ciones Xé Y tienen derivadas parciales de segundo orden, 
la función /*{z) e» también monogena. En efecto, como se 
tiene 

^_ du dX ^ ,dY 

dx dY 

si hacemos -r — =15* y -r — = íT, la función /'(«) tomará 
dx dx 

la forma 

ahora bien, se tiene 
dS d*X d'Y \ dT d^Y d^X 



dx dx^ dy,dx f dx do^ áy.dx 

dS d*X _d*Y{' dT d*Y d^X 

dy dx.dy dy* ¡ dy dx,dy d^ 
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y, por tai 


ato, 




• 


dS dT 


dS dT 

• 




dx dy 


dy dx 



luego /'(s) es función monogena, y su derivada vendrá dada 
por la fórmula 

•^ ^'^'" da* '^ díf~ dx ~ i ' dy ' 
De un modo análogo se demostraría que las funciones 

son monogenas, suponiendo siempre que Xé Y tienen deri- 
vadas parciales de los órdenes tercero, cuarto, etc. 

£s evidente que las diferenciales correspondientes ten- 
drán las formas 

dhi ^/"iz).dz\ d^u =/"' (fi) ¿/s», ... d*^u =/ín)(£).¿/s», ... 

39* Propiedades* — A las funciones monogenas de 
variable compleja pueden extenderse sin difícultad las pro- 
piedades relativas á las reglas de derivación y diferenciación 
estuditidas para las funciones de variable real: las siguientes 
fórmulas contienen las más usuales y de mayor aplicación, 
debiendo advertir que las funciones en ellas empleadas se 
suponen monogenas, y que el signo D expresa la operadón 
de la derivación : 

D{ii'\-V'-w)^Dü'\-Dv — Dw, 
D{u,v.w):=iV,w,Du'\'ü,w.Dv-\-u.v,Dw, 
v,Du'-tU,Dv 



<-)- 



r« 



dfü du dtD dv 

% 
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La proposición que sigue es fundamental. 

Teorema.— .Si dos funciones de vartabU ComfUja tiomm do^ 
rívadas iguales y para valores de la variable comprendidos em el 
interior de un drea conexa^ su diferencia^ para valores de la 
variable contenidos en esa drea^ es una constante. 

£n efecto, sean las dos funciones 

por hipótesis, se tiene, para valores de » contenidos eo una 
cierta área conexa A^ 

du ^ dv 



d» 



dz 



ó, lo que es equivalente, 

du dv 
dx dx 

y, por coa2>iguiente, 

dx dY 

dx "^' dx 
dx dY 



du dv- 
dy dy 



dX, dY, \ 



dx 
dX, 



6 sea 



dy 

dX_ 
dx 



dy - dy 



+ í 



dx 



_dX, \ 
dx I 
dy ^ dY, (' 
dx dx I 



dX 
dy 
dY 
dy 



dy ¡ 

, dX, 
dy 

, dY, 
dy 



y, por tanto, 

X— X, = const., 7— y, =• const. 
de donde se deduce, 

(X -I- Yt) — (Xj + Y^i) = « — p = const. , 
como se quería demostrar. 
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40. Derivadas de las funciones eiementaies. 

/ Función entera. — Consideremos en primer lugar la fun- 
ción potencial »s=jbi>», y demostremos que es monogena; 
para ello tenemos 

« = 5W = (íC+^i)m — [j»rm — ('J)jc«-«/ + ...] + 
i[(7)ym.i^-(«)^m.i/-|-...] 

de donde 

de cuyas expresiones se deduce inmediatamente que que- 
dan satisfechas las condiciones (2) (n.® 33) y, por tanto, que 
»sax;f'> es una función monogena. Para hallar la derivada de 
esta, función tendremos, aplicando el mismo procedimiento 
que cuando z es una variable real, 

A«=(7)x;'«-* . As + (J) s'»-«A«« + ..., 

y de aquí se deduce 

\u du ^ . 

^z az f 

y, por consiguiente, 

du = m,z^'^ ,dz. 

En virtud de una de las fórmulas expuestas en el párrafo 
precedente, si se tiene la función entera 

. *■ 



- 83 - 

c*n la cual se supone m número entero y positívo,- y k» coefi- 
cientes A^, A^, ... i4„|., , A^ números constantes, reales ó 
" complejos, se deducirá 

-^ = w .4oí; "•- « -f (« — 1) ^.«^••+ ... + i<»., . 

//. función expofunciaL — La función exponencial viene 
definida (n.^ 22) por la serie al^solutay uniformemente con- 
verfirente para todo valor ñnito de «, 

. •• «»* z :? «w 

luego, según lo antes demostrado (n.® 86), se tendrá 

du z z* s» 

-^ = 1 + -^ +-^ + ••• + -j^H- ... = í» . 

fórmula idéntica á la obtenida en el caso de ser z un número 
real. 

///. Funciones cirailares dirutas, — Las funciones circu- 
lares j'r/z.x; y cos,z vienen definidas' por las seríes absoluta . 
y uniformemente convergentes para todo valor finito de 5, 

. = cos.« = i^(-l)»— = l-— + — -... ) 

luego, según lo antes demostrado (n.° 86), se tendrá 
du d . sen . z 



dz dz 






dv d.cos.z z c* i 

^ Iz ^-"ÍT + lJi — **"•*) 

La aplicación de las fórmulas dadas en el número prece* 



r 



■ I 
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dente nos da inmediatamente 

Z?.tg.S = ; , Z>.Ctg.5 = — r , 

" eos'. 5 scn'.« 

sen.iB cos.£ 

Z>.sec.g= , — ». Z/.cosec.c=:r- 



eos'. 5 scn'.s 

1 V. Función ¡ogarítmica.^Scgún sabemos, la función in- 
versa de la exponencial ¿ss^ es la función logarítmica 
« = / ((5) ; y si suponemos 5 = p {eos . O -f- 1 . sen . 0) , se tiene 
tt«B/p-|-(0 + 2^'~)'> es decir, que u admite infinitas deter- 
minaciones, y ahora vamos á probar que cada una de estas 
determinaciones tiene una derivada perfectamente definida. 
Para demostrarlo, sean z^y z^ dos valores muy próximos de 
la variable, y u^^=^l ((«,)) , //, = /((s,)) los valores* correspon- 
dientes de la determinación elegida de la función u\ se 
tendrá 

K^i) — /(gj) ^ «t — ^^i 

Cuando «, tienda hacia 5,, | /(«i) — /C^Jj) | tiende hacia 
cero, y como entonces t/, tiende hacia u^y el cociente 



«I — ''t 



tiene por limite la derivada de ¿«i, es decir, o^i^^z^; por 
consiguiente, el límite de la razón inversa será — .t ^s decir, 
que se tendrá 



iim. 



A^i)-K^) ' 1 



# y de un modo general se tiene . 

f. F tinciones circulares /«r^rjíw.— Razonando de una 



-S5- 

manera análoga á como lo hemos hecho en el caso anterior, 
se obtiene 

J9. are. sen. z «= ——---— » D, arceos.^ ^ — 



1 
Z>. are. tg. z = , , • , etc. 

1 -f- X» 

Operando directtimente sobre las fórmulas obtenidas en 
el número 81, se llegaría á los mismos resultados que ante- 
ceden. Asi, de la expresión 

« = are. tg.5 = ¿- [/((l +«•))- /(O -«■))] . 
se deduce inmediatamente 



dz 



2< 1-4-s/ . 1 — « J l+s' 



41. Representación conforme.— Dada una fun- 
ción «a=y(je) = X+ Fi, y supuesta esta función continua 
y monogena, las relaciones que enlazan las derivadas par- 
ciales de las funciones X é F hacen presumir que las repre- 
sentaciones geométricas de la variable y la función en el -do- 
ble plano de que anteriormente hemos hablado (n.® 6), po- 
seen alguna propiedad especial que las caracterice, ó, cuan- 
do menos, que presente alguna utilidad y ventaja práctica ó 
teórica de importancia. Para investigar esta propiedad de- 
mos á z los valores z^ y 2,, contenidos ambos en el área co- 
nexa en cuyo interior la función u ^=/{z) es continua y mo- 
nogena*^se tendrá 

y 

am — ^— — s=y {^Z^} 4- C , 

•| """ Ate • Zm "~" Zm 

siendo c un número real ó imaginarlo, que tiene por limite 
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cero cuando el límite de | s, — ít^\ es nulo; si hacemos 

j3, — 5, = p(cos. O + **• sen. 0) , /\z^) x= r (eos. a + i . sen. a) , 

y designamos por c, y e, los incrementos que deben darse á 
> y a para obtener el módulo y el argumento de /'{s^) + c, 
es evidente que ¿i y 4 tenderán hacia cero al propio tiem- 
po que e, y, por tanto, que | 5, — «, | . La expresión ante-* 
rior tomará la forma 

ó sea 

//, — «, = (/• + «i)P [cos.(04- a + í,) + /.sen.(0 + a + i,)]. 

• 

Supongamos ahora que el punto s^ es fijo y determinado» 
y el z^ movible y que se acerca al z^ siguiendo la línea mz^ ó 
la nz^ (ñg. 5.*). Cuando el punto 2, tiende á confundirse con 
el ¿I siguiendo la línea z^mz^^ el ángulo O tiende á confundir- 



/r 


<l 




* 


w* 




• 


• 



■jr 




Fíg. $•• 



se con el que la tangente z^t^ forma con el eje ox^ ángulo que 
designaremos por O,, y el argumento de «, — r/, tiende ha- 
cia 0^ -f- a. Si ahora suponemos que x;, se aproxima á ¿^ si- 
guiendo la linea z^nz^^ el argumento O tiende hacia el ángulo 
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que la tangente z^i^ forma con el eje ox, ángulo que designa- 
remos por Of, y el argumento de », — u^ tenderá al propio 
tiempo hacia O, -f- a. Pero entonces se tiene 

áng./,Vi = 0| — Oi. 
y áng.7;«,7; = (« + 0,)-(«-f-0,) = 0.~0,; 

luego las curvas descritas por ti punto función u se cortan 
bajo los mismos ángulos que las descritas por el punto varia- 
ble z. Esta importantísima propiedad que goza la represen* 
tación geométrica que hemos adoptado es de utilidad suma: 
una representación geométrica que goza de la propiedad 
enunciada, recibe el nombre de representación conforme. 

Corolario, — Se deduce de lo anterior que toda funddn 
monogena da un medio de transformación de ñguras planas 
en el cual se conservan los ángulos. Así qué, si el punto « 
describe dos series de líneas ortogonales, él punto u descrí« 
birá al propio tiempo otras dos senes de líneas ortogonales. 

Nota, — Conviene observar que la demostración que pre- 
cede no es válida si f\z) = 0. 

Aplicación, — La aplicación más sencilla que puede presen- 
tarse es la del empleo de la función t^ «r _, que da un medio 

de transformación de figuras, del cual puede deducirse sen- 
cillamente el de transformación por radios vectores recí- 
procos. 

En efecto, de » == — se deduce uz=z\, y, por tanto¿ 

(itó)ii==l, 

siendo n un número entero y positivo. Si hacemos 

a r= p(cos. O + ' • sen. 0) , 



se deduce 



u = '• =3s — (cos.0 — i.sen.O) 

= - [cos.(— 0).l-i.sen.(— 0)]; 
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por coQsiguieate, á un punto z (ñg.6.^) corresponde un pun- 
to u tal que ax es bisectriz del ángulo zor/, y además que el 
producto cz,ou^sb\. Si m recorre el vector om^ alejándose 

úe o^ u recorrerá el ati 
acercándose áo;si z re- 
corre una curva za, el 
punto u describirá otra 
curva uA, que forma 
con au el mismo ángulo 
que za forma con om; 
etcétera. 

Es evidente que si ha- 
cemos girar alrededor 
de ex la parte inferior 
de la ñgura 6.* hasta 
que ou coincida con ^, 
la curva uA tomará la 
posición u*A\ y esta 
curva es la transformada por radios vectores recíprocos 
de la «¿I. 

Ejemplo, — Otro ejemplo muy sencillo lo proporciona la 
función » = :;*. Hagamos 

ff ae a -f. ¿/ = r(cas. O >{- /. sen. 0); i^ = (^(cos. a -f> f . sen «) 
se deducirá inmediatamente 




F¡g. 6.' 



«=«« = a« — ^« + 2aW, 



y también 



p(cos. a -4- 1 . sen. «) = r*(cos. 20 + 1 . sen. 20) , 



• ^ • 



por consiguiente, 

p=r* = a»+¿\ « = 20, 



y además 



p.cos.a 
p . sen. a 



r«.cos.20! 
H. sen. 20 



¿I» — ¿« 
!2a^ 



Si z recorre la recta d^sr, seH.fi, u recorrerá la curva 

p.cos.asBa* — ¿•sssp — 2^, ósea = ; (\\ 

^ '^ ^ 1— eot.a ^ ' 

y si « recorre la recta a = r.^x.O, u recorrerá la curva 
p.cos.« = a* — ¿•r»2tf* — p, ósea p == ■ 1 (2^ 

y las ecuaciones (1) y (2) representan dos parábolas homo- 
focales. 

42. Nuevas dennicionea.— Una función de una va- 
riable compleja u^=/{z) se dice que es sinéctica, y mejor 
kolomarfa (de forma análoga á las funciones enteras) en un 
área conexa A^ si satisface á las condiciones siguientes: 

1/ A todo valor de z contenido en A corresponde un va- 
lor finito y perfectamente determinado de u. 

2.^ La función u es continua cuando z recorre el área A, 

3.^ La función u admite una derivada única y perfecta- 
mente determinada para todo valor de z contenido en A, 

£s decir, que una función u =sf[z) se dirá que es sinéciica 
ú holomorfa en un área conexa, si para todo valor de z coa- 
tenido en esa área ^sfinita^ continua^ monodroma y monogtna. 

Un punto para el cual el módulo de la función /"(«) se 
anula, se dice que es un punto raiz^ ó mejor, un cero de esta 
función. 

Una función monodroma puede no ser holomorfa en toda 
la extensión de un área plana, sino que en esta pueden 
existir puntos para los cuales la función cese de ser conti- 
nua, ó adquiera un valor infinito, ó su derivada no esté per- 
fectamente determinada; estos puntos reciben el nombre de 
puntos críticos de la función. Sin pretender dar una clasifica- 
ción de estos puntos, sí diremos que los más notables y los 
que en nuestro estudio ofrecen mayor interés, son- aquellos 
en los cuales la función se hace infinita, y que estos pun- 
tos se dividen en dos clases: polos ^ infinitos simples ó puntos 
de discontinuidad de primera especie aquellos puntos tales 
que si para s = tf, \/{z) | =00, á un yalor \ z — a\ y de 
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argumento cualquiera corresponde un valor sumamente 
grande de | f{z — «) | , y un valor inñnitamente pequeño 

de — , es decir, aquellos puntos en cuyo dominio la 

razón es función holomorfa. Y que se denominan /!/«- 

ios críticos esettciaUs, 6 puntos de discontinuidad de segunda 
especie aquellos para^ los cuales la razón -- — es discontinua 

al propio tiempo que f{z)i Fácil es ver que si una función 
no admite más puntos críticos que polos, todo polo de la 

función fiz) es un cero de la razón —- — . 

Las funciones racionales de la forma no admiten más 

puntos críticos que polos, y estos polos están determinados 
por las raíces de la ecuación <!;(5) = 0. Toda función que no 
admite más puntos críticos que polos, se denomina /iy«aV« 
meromorfa^ es decir, de forma análoga á las funciones racio-. 
nales fraccionarías. 

De lo que precede podemos deducir que los puntos de 
un área plana cualquiera pueden clasiñcarse con relación á 
una cierta función u =/{z) en 

Punios ordinarios; si para los valores correspondientes 
de z la función u es continua, monodroma y monogena. 

Polos; si para los valores correspondieutes "de z la fun- 
ción u se hace infínita, pero la — es continua, monodroma 

y monogena. 

\ ptmtos críticos esenciales; aquellos en que para los valo- 
res correspondientes de z la función u se hace infinita, y la 

— no es continua. 

43. Esfera y plano antípoda.— Para estudiar las 
variaciones y propiedades de una función en el caso que la 
varíable reciba valores de módulo muy grande, se suele acu- 
dir al artificio de hacer z =. —r, sustituir este valor en la íun- 
ción, y dar á la nueva varíable valores de módulo muy pe- 
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qucño. Esta transformación da origen á una representación 
geoinctr¡c<i tan útil como curiosa: sea OCy (íig. 7.*) una es* 
fera de diámetro igual á la unidad, en los extremos de un 
diámetro O O' tracemos dos 
planos tangentes, y conside- 
remos además un plano me- 
ridiano fijo xOCyx''^ sobre 
cada uno de los planos tan- 
gentes tomemos como eje de 
abscisas su intersección, Ox^ * 
0*x\q^^xí el plano meridiano, 
y como ejes de ordenadas las 
rectas Oy^ O'y' perpendicula- 
res á este plano. 

Sea z el punto que repre- 
senta un valor de la variable 
en el plano xOy^ unamos z 
con (y, la recta O'z corta á 
la superñcic esférica en un 

punto Z; unamos Z con O, 

y sea 2' el punto donde la recta OZ corta al plano x^Cyy'i de« 

cimos que supuestas enlazadas dos variables imaginarías por 

la relación ;; = -7-, si el punto z representa la variable s, 

el z' puede representar á la z'. En efecto , los triángulos 
O O'z y O O'z' son semejantes, por ser rectángulos y tener 
iguales los ángulos OO'sssa Oz'0\ luego se tiene 




00' ^ az' 
Oz 00' ' 

y, por tanto, 



ó sea 



1 

Oz 



O'z' 



Oz=z 



» ^' 



\' 



O'sí 



(1) 



La posición de las rectas Oz y C^z' en los planos tangentes 1 
quedará determinada por los ángulos O y O' que forman con 
los ejes ñjos Ox y O^x' situados en el plano meridiano prín* 
cipal, y conviniendo en contar los ángulos positivos en un 
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sentido tal que un observador situado sobre uno ú otro pla- 
no, con los pies en O^ ó en O'/ y ]a cabeza fuera de la esfe- 
ra, en W, ó en N\ vea girar el radio vector de derecha á iz- 
quierda. De este modo las dos rectas Oz y 0*í¿ contenidas 
en un mismo plano meridiano tienen argumentos O y O' que 
satisfacen á una de las dos relaciones > 

+ 0' = O. 0-|-0' = 27:, 

y, por consiguiente, si suponemos 

z = r(cos. O + /.sen. 0), z' = r'(cos. O' + / . sen, (K) , 

la relación (1), que nos da r s. — , y las dos anteriores nos dan 

1 

-' — ~» 

como se quería demostrar. 

Observemos ahora» que á cada curva descrita por el 
punto z en el plano xOy corresponde una curva descrita 
por z' en el plano x' 0'y\ Si el punto z describe, en sentido 
directo, una curva cerrada que no contenga en su interior 
el origen O, el punto z' describirá, también en sentido di- 
recto, otra curva cerrada que no contendrá en su interior el 

origen O'; á puntos situados en el {¿xteriorj ^^^ ^^^* limi- 
tada por la primera curva corresponderán puntos situados 

^° ^' ¡exterior! ^^^ ^^^^ limitada por la segunda. Por el con- 
trario, si z describe, siempre en sentido directo, una curva 
cerrada, que contiene en su interior el origen O^ la curva 
descrita por z* comprenderá en su interior el punto O', y es- 
tará descrita en sentido retrógrado; á puntos contenidos en 

el {exterior! ^^^ ^^* limitada por la primera curva corres- 
ponden puntos situados en el }®n{|j}oJ! del área limitada por 

la segunda. Si el radió vector de un punto de la curva des- 
crita por z aumenta indeñnidamente, el correspondiente á la 
curva descrita por z* tiende hacia cero; de manera que el 
estudio de la función u^=sf{z) para valores muy grandes de z 
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KC reñcre al de la función u sas/í..jA para valores muy pe- 
queños de z'. 

Nota, — Es evidente que el estudio de los valores de la 
función podría hacerse también estudiando la curva descrita 
por el punto Z sobre la superficie de la esfera, punto que 
está perfectamente determinado para cada valor de s, pero 
como no vamos á emplear este método en nuestro trabajo» 
no detallamos este procedimiento de transformación. 

Ejemplos, — / Apliquemos el método que antecede á al- 
gunas funciones sencillas. Consideremos, en primer lugar, la 
función entera 

u == A^^ + i4,5"»- * + ... 4- iJín- is-f- i4iii , 

y supongamos que z recibe un valor de módulo inñnitamen* 
te grande; el valor correspondiente del módulo de u será 
también indefinidamente grande, y para facilitar el estudio 

hagamos 5 = — p , lo que nos da 

A^ + A^¿ + yJ^'* + ... + l4m. I «*"»- » + A m«'«» 

para valores de s! de módulo muy pequeño, el módulo de u 

será sumamente gran<Ie; pero si hacemos 1^ ^ — 7 , se de- 
ducirá 



9 ** 



y cuando | c' | <^ e , siendo e un número positivo tan peque* 
ño como deseemos, el módulo de u' tiende hacia cero, y la 
función u* es holomorfa en el dominio del puntor ^, luego 
este puntó O' es un polo de la función u, 
21. Consideremos ahora la fracción racional 

_ A^ -f- A^z^* • + .•. + An 



i- 



r 






» 

n 






4 
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£1 estudio de esta función para valores de z de módulo 
i indeñnidamente grande es algo complicado, pero si hace- 



i' mos 5 = — - , se tiene 

; • «' 



. Si M < « se ve inmediatamente que la función es holomor- 

fa para valores de ^ de módulo muy pequeño, es decir, en 

. el dominio del punto z'í=0, Pero si m ^ n, el módulo de u 

í ■ ■ crece indeñnidamente al tender hacia cero el <le z'; pero, 

I \ 

' como si hacemos u^ssí—r» se deduce 



«' = «'«.-. '»o + ^.«' + ...+^--'- 



r . • . . 

I u* es una función holomorfa, luego el punto 2 sr O es un 

• polo de //. . 



CAPITULO VI 



Inte^rreLCióii 



44* Preliminares. — Si se tiene una funcidn de va- 
riable real /{x\ ñnita en todo el intervalo de x^ á Xn de su 
variable, y designamos por x^l un valor de esta variable 
comprendido entre x^ y rcj», por ios elementos de Cálculo 
infinitesimal se sabe que 



/. 



*0 A. o 



ciian<lo i^ATa tiende hacia cero. Si tratamos de extender esta 

definición á la integral f*^/{a)dZj en la hipótesis de scrs 

una variable compleja, nos encontramos con la dificultad de 
(]uc la variable z para pasar del punto z^ al Zn puede seguir 
caminos muy diversos, debiendo estudiar la influencia que 
el camino recorrido por z puede ejercer en el valor de la in- 
tegral, caso de que esta tenga un valor perfectamente defi- 
nido para cada camino que z recorra, estudio que no hay 
que realizar en las funciones de variable real, porque en 
ellas el camino que x recorre es único y está siempre repre- 
sentado por un segmento del eje de las x* 

Sabemos, además, que si se supone /{x)is»F\x\ siendo 
/{x) y F(x) funciones de variable real, se tiene 
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al tratar de extender esta propiedad fundamental á las fun- 
dones de variable compleja se tendría la forma 

y si la función /*\ii)i supuesta monogena, no es monodroma, 
el segundo miembro de la expresión an tenor no estará bien 
determin<ido. Así» en el supuesto de que á las funciones de 
variable compleja se les puedan aplicar las fórmulas estu- 
diadas para las funciones de variable real» si hacemos 

«o=*''o(cos.Oo+/.sen.OJ, Sn==/n(cos.0n4-«'»sen.0fi), 
se obtiene . 



/•'"^=/((5„))-/((s,)) = [/r„ -J-(0»4 2*!:)<l-[/r.+(0,+a*'K),], 



función que tiene infinitos valores, y que, por consiguiente, 
no está bien determinada. 

Las indicaciones que preceden nos muestran la necesidad 
de comenzar el estudio de las integrales definidas de las 
funciones complejas tomadas entre límites imaginarios, por 
demostrar la existencia y propiedades de estas integrales 
para un camino determinado de la variable, y estudiar des- 
pues las alteraciones que el cambio de línea recorrida por la 
variable lleva al valor de la integral. 

45. Existencia de la integral*— La proposición 
que sigue, de la cual damos dos demostraciones que difieren 
más en la forma que en el fondo, define de un modo preciso 
la integral definida de una función de variable compleja en- 
tre dos valores de la variable cuando el camino que ésta 
sigue para ir de un punto á otro está determinado. 

Tborema. — Sea f(z) una función monogena, finita y conti-^ 
nuay cuando el punto z describe la curva z^zn (fig. 8,^). Desig* 



— 97 — 

nemos par z,, z^ ~. Zo -i « fwúos imtirmidics iomúáas soérg Ai 
curva, y vamúi d dtmostrar qmi la suma 

•^-(•i - ^^vi^ +(^-s.)/w+.^ -h(*i-«».a/(«»-«) 0)^ 

iiende hacia un limiii finito y deUrminado^ aumáo ü tuhur» 
de puntos intermedios crece ütdefi nidamint e. 

Primera demostración. — Supongamos que la cuín M^9%t% 
unjcursal, es decir, supongamos que 

al recorrer ,s = X + (k ^ curva dada» ^ 
X ty i6it pueden mirar como fundones 
continuas, y que tienen derivada, de 
una nueva variable real /, de maneta 
que se tenga 

y, por tanto, 




«=?.(0-+-¿?,(/)=?(/). 

Evidentemente se tiene 



Fif.a.« 



?.(^.) - ?.(^.) = (^ - 0[?'.(0 + í"tl. 

designando 5'^ y V\ dos infinitamente pequeños que se anu- 
lan al propio tiempo que /, — t^ de las expresiones prece- 
dentes se deduce 

«,-«o'=[?.W-?.('o)l+'[?.('.)-Tt(0]- 
(^ - i¿l \Íx W + '■?'.('.) + 8'. + '■«" J = ('. - OCt' tt) + «J. 
haciendo 8, = í*, + íÍ",, De igual modo se tendría 



«n — «n -! = ('" — '»- •)[?'('»-i) + *ii-il 
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y sustituyendo estos valores en la fórmula (i), se obtiene 

■=(', - /.)[/(-«>'('.) -f- 8.-/(So)]+('.-/.X/(«,V(/,)+8r/(s.)]+-4. 
(/»-/»-,)[/(=»-,)?'(/«- i)-l-2»- , ./(s« - .)] =(/,-/„)/(«„)?'(/„)+ 

(ft- f, )/(',) f Vi) +- l-^/n-/»-,)/(s«-,)9"A-,) + 
I K -/o)/(=n^«« + (/. - ',)/(=,)S. + - + Un - /„ - ,X/(-„ .,)«»-, I •. 

Designando por J/ el valor máximo del módulo dey(s) 
para los valores de z situados en la curva y comprendidos 
entre z^ y 5n, y por s al mayor módulo de las $, el módulo de 
la parte comprendida entre corchetes en la expresión an- 
terior, que designaremos por A, ca 

A < J/.£.(/„ — /„^, 

valor que tiende hacia cero al mismo tiempo que s, ó sea 
que Ins o, ó, lo que es igual, cuando el número de puntos z 
situados sobre la línea Zf^n crece indeñnidamente. 

Respecto á la primera parte de la expresión anterior, ob- 
servemos que, en general, se podrá escribir 

y en tal hipótesis la fórmula referida se convierte en 

•$■= íi'i - /«)l, (/.) + (/. - /.)'J. (',) + •••+(/» - /»- O-^i (A.- 01 + 
'■[(/, -/«)W'.) + (/.-'.)%(/,)+••• +('n-/«-i)'^,(/».,)]; 

ahora bien, cada una de estas sumas tiende hacia los límites 

cuando el número de puntos z considerados crece ihdcfíni- 
damente, luego se tendrá 
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este limite es el que deñne el valor de la integral 

tomada á lo largo de la curva z^tn^ « 

Segunda demosiracidn. — £n el supuesto de ser ««■jc-j-^^ 
y /(«) — A" 4- y/, se tiene 

.y= l/(5).A5 = §(A'-+- y/)(AAr-f /A^) = 

1" [(A'. \x — r. A>) + i{X, ly 4- }'. ^)] = 
«o 

y en el límite se deduce, por ser funciones de variable real 
las expresiones á que afecta el signo 2, 

determinada la curva z^n^ de su ecuación deduciremos los 
valores de ^ y de -Jipara cada valor de x^ y sustituidos en 

la fórmula (2) podrá verificarse la integración. Y podrá ve- 
rificarse la integración, porque es sabido que una expresión 
de la forma Mdx -{- Ndy ^ en la cual AI y N son funciones 
reales de x éy que tienen derivadas parciales, es integrable si 

ÓM ÓN 
-T — = -T — , y como la función /{z) se ha supuesto mono- 

oy ox 

gena, se tiene 

dx dy * óy dx 

y las dos expresiones X,dx — Y,dy, Y,dx -{■ Xdy^ son inte- 
grables por simples cuadraturas. 



't O /« rxc-^-»-*. 
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La fórmula (2) tiene la ventaja de que es susceptible de 
aplicaciones prácticas muy sencillas. 

Nota. — A la linea z^Zn^ á lo largo de la cual se ha definido 
la integral de la función propuesta, se le da algunas veces el 
nombre de hüo de integración. 

Ejemf ¡o.-^lntcgrar la expresión f(z)dz = :?.dz á lo largo 
de una recta de longitud 1, que pase por el origen y forme 
un^gulo de 46^ con el eje Ox. La ecuación de la recta es 

x^y, y, por tanto, dx^rszdy^ 

los valores de x correspondientes á los extremos de jb, son 

al mismo tiempo, de 

s' = (jc-f-^í/ = JC* — y-f-2jry/, 
se deduce 

^ = jc«— /, Y^'ixy, 

y para todos los puntos del camino de integración 

Las expresiones que hay que integrar se reducen á 

Xdx — Ydy = — 2:)(^dx, Ydx + Xdy = ^o^dx, 

luego se tendrá 

Vr 1^ • ,- 

# z^dz^— I 7x^dx-\'il 2je^<¿3ir=:-~— (i— 1). 

Corolario /—Si la función f{t^ continúa siendo de la for- 
ma X+ y/, pero z se hace real, para lo cual basta suponer 
> s= O, las expresiones XéY serán funciones reales de x^ por 
ejemplo, 
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la función propuesta se convierte en 

]a curva seguida por z en la integración se reduce á un seg* 

mentó del eje de las x, -^ =b O, y la fórmula (2) se reduce á 

ds 

Corolario //, — Tratemos de hallar un límite superior del 
valor del módulo de la suma S{1). Designemos por J/ el va- 
lor máximo del módulo de/(«) para los valores de «situados 
en la curva y comprendidos entre «« y s»: sea / la longitud 
de la curva z^, y sean c^ c^, c^, ... ^ - 1 las longitudes de las 
cuerdas de los arcos z^^, z^z^^ ... Zn -i «»« cuerdas que son los 
módulos de las diferencias z^ — z^ z^ — z^, ..• s» — s» - 1 ; se tiene 
evidentemente 

y, por lo tanto, 

»n<W-jC '"/(«>'« <JÍ/' l/(«).^« I <-^. 

Corolario III, — Si la línea / de integración se descompone 
en varios sumandos 

la misma demostración del teorema nos dice que (*) 
SA^)dz =-S/{z)dz +J^^Az)dz ^ ... +XAz)dz. 
Corolario IV, — La integral de una función áez^i Zn sobre 



(*) La integral de una función á lo largo de una curva de longitud / la 
anouremot en la forma fi , cuando no ica precito leftalar los puntoa «x» 
tremoa de eita k'nea. 
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una linea es igual y de signo contrario á la integral de la 
misma función tomada sobre la misma línea, pero de zn á z^^, 
es decir, que 



j;;./(,)rf. — X**-^^)''- 



puesto que en el valor de S, de la fórmula (1), los valores 
de/(c) no varían, pero las diferencias sh — zh - i cambian to- 
das de signo. 

Corolario V, — A las integrales que acabamos de defínir 
pueden aplicarse las propiedades de las integrales ordinarias; 

poi: ejemplo, el mctotlo de 
integración por sustitu- 
ción, ó por cambio de va- 
riable, puede extenderse 
en la forma siguiente. Con- 
sideremos la integral 




s::ñ<¥^' 



Fig. 9.« 



y hagamos z = ^(c); supo- 
niendo que ^{p) es una fun- 
ción monogena, se tendrá (iz = ff\v),dv, y en tanto que la 
variable z recorre la línea z^n supongamos que v recorre ía 
v^Vn (figura 9.*): vamos á probar que 

En efecto, razonando como lo hemos hecho en el teorema 
fundamental, se tiene 



-I — «o = (^ — ^0) [9>o) + ^o] 
s, — 5, = (p, — »,) [<p'(r,) 4- 5,] 



j5» — íJn - I =*= (rn — £?n - i) [^'(^n - 1) + ^n - 1] 
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y sustituyendo en la suma (1) se deduce 

•5 = (r, - r.)/(5.V(r.) + (r, - v,)/(z,yf'(v,) + ... + 

• 
Si (Icsiantimos por J/el mayor valor del módulo de/'(«) á 

lo lar(;o de la curva c^sn» por e el mayor de los módulos de 
las $, y por /' la lonj^itud de la linca v^Vn de integración, el 
módulo de la parte comprendida entre corchetes en la ex- 
presión anterior, módulo que designaremos por A^ es 

A < Mü\ 

cantidad que tiende hacia cero con e, por tanto 

lim, S = Um. ((«I - v^/is^riH) -+- ... + (r„ - »„ - i>/(t> - i)V'(». - 1)], 

ó sea 

como se quería demostrar. 

Nota. — Obs<5rvcsc que aunque en esta demostración se 
emplea la misma marcha que en la primera de las dadas 
pnrn el teorema fundamental, existe la diferencia esencial 
de que la variable «luxiliar /, allí empleada, es real, en tanto 
que aquí la variable v es imaginaria como lo es la z. 

Corolario VI. — Las reglas de diferenciación bajo el signo 
integral se aplican á las integrales tomadas entre límites ima* 
ginarios, con restricciones análogas á las hechas en el caso 
de las integrales ordinarias. Por ejemplo, supongamos que 
se desea diferenciar con relación á a la integral 



« =X"/(«..K*; 



designando por Aa un incremento arbitrario dado á a, y 
por e un infinitamente pequeño, se tiene 



A-, 






(8) 
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claro es que suponemos á- /*(£;, a) función monogena de a, y 

por tanto, que -r— está perfectamente determinada, ó bien, 
que se conoce la dirección en la cual tiene lugar la varia- 

ción A«; se supone igualmente que /{z^a) y -r— son ñnitas 

da 

en el contorno que se considera, y que este contomo de in- 
tegración tiene una longitud también fínita que designare- 
mos por s. En estas hipótesis, si designamos por ff el mayor 
valor del módulo de e, se tendrá 

e¿/s=asmód. I e.- — ,ds<\ fí,ds^=^Iís^ 
tQ Jq ds t/o 

por ser ¿r I = ' í y como al tender ^ol hacia cero, tam- 
bién /^ tiende hacia cero, la ^fórmula (3) en el límite toma 
la forma 



du _ /^" df 
da, J«o 






como se quería demostrar. 

Corolario F//.— Si w = /'(¿) es una función monogena 
cuya derivada es F*{z)s=./{z) cuando z describe la curva 
z^n^ vamos á demostrar que tomando la integral sobre esta 
h'nea, se tendrá 

JJ^/{¿^dz^F(z^)-F(z^). (4) 

En efecto, según lo que se acaba de demostrar, se tiene 

mas si designamos por j/,, ti,, ... j/n-i» puntos situados en- 
tre ¿o y Zn^ y correspondientes á los valores z^t z^^ •••^n- ii de 
la variable, la primera integral es el límite hacia que tiende 
la suma 

(«, — «o) "H («t — «i) "h - + («n — «n . i) = «n — «©» 
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laego la fórmula (4) es exacta. Obsérvese que si 4a función 

F(z) no es monodroma, existirá en la fórmula (4) una inde- 

' terminación que dependerá del camino que siga z para ir de 

Corolario VIII, — Si la función /(z) se puede desarrollar 
«n una serie absoluta y uniformemente convergente 

/(-) = «o + «,+ «'i +... + «» + ••• . 

cuyos términos sean funciones continuas, ñnitas y monoge* 
na de Zy cuando esta variable recorre una línea d^ lon|^- 
tud /, se tendrá ^ 

J¡/(z)dz=J^u^ -i-JlU.dz + ... ^-J^Undz -^ ... (6) 

£n efecto, sea Sn la suma de las integrales de los // prime- 
ros términos de la serie y hagamos <p(a;) ^^ i/n + '<^ + « + ••• t 
se tiene 

£1 módulo de f^{z) es, por hipótesis, menor que a, sien- 
-do a un número positivo tan pequeño como se quiera, luego 

valor. que tiende á cero á medida que n aumenta indeñnida- 
mente, por consiguiente, ^SVi* tiende hacia C/{z)dz, y la fór- 
mula (9) es exacta. 

46. Pórmula de Oarboux.— Entre las diversas pro- 
posiciones estudiadas en la integración de las funciones rea- 
les que pueden extenderse á las integrales tomadas entre 
limites imaginarios, una de las más interesantes es la cono* 
cida con el nombre de fármula de la media^ contenida en la 
expresión 

j;^v w dx = (*•„ - A-,) ./(.) , • . 
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en la cual se supone que x es una variable real, /{x) una 
función contínua y ñnita en el intervalo de nri^ á jCn » y a un 
valor de x contenido en este intervalo. £1 sabio profesor 
Mr. Darboux ha obtenido una fórmula análoga para las inte- 
f^ale» de funciones complejas á lo largo de una cierta curva 
de longitud ñnita. Para obtenerla sea la integral 

en la cual supondremos que /(st) es un^ función ñnita, con- 
tinua y monogena cuando z recorre una cierta curva t^tn 
de longitud S. La integral /puede transformarse en una in- 
tegral tomada entre límites reales, haciendo 

representando por s el arco de curva contado á partir del 
punto z^ Sustituyendo, se tiene 



-ÍM 



dx dy \ , 



£1 módulo de dz es \ \-^) + ("S"/ ^°° ^•» V teniendo 
en cuenta que el módulo de una suma no es mayor que la 
suma de los módulos de los sumandos, se deduce 

I f{z) I es una cierta función de s que representaremos por 
^{s)\ si designamos por o el valor de s correspondiente á un 
cierto arco A^a, de manera que 
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se sabe, por lo antes recordado, que 

y, por consiguiente, en lugar de la expresión (tt) se tendrá 

1/| <•$•+(<')=•$ l/(«) I: 



fórmula que puede escribirse bajo la forma 

|/| =..5. !/•(«) I . 



(') 



suponiendo t comprendido entre O y 4^ 1. Sean ahora 6 y «a 
los argumentos de /y de /"(«), se tiene 

/(a) = I /(a) I .^<, ó sea | /(a) | =/(«)^- céi<. 

y sustituyendo este valor en la expresión (7), después de 
multiplicada por ^^ , se obtiene 

ahora bien, g^íí"**)' es una cantidad, que designaremos por 
X cuyo módulo está comprendido entre O y + 1, luego 

j^V(*y* =>..■$■•/(«). 

que es la fórmula de Darboux. Hermite llamaba al factor X, 
^l /actor de Darboiix^ y con este nombre se le sigue desig- 
nando. 









■.y . 



^ 
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47* Teorema fundamentaU^La proposición que 
sigue, debida á Cauchy, es la base y fundamento de toda la 
teoría que estamos estudiando. 

Teorema. — La integral íí{z)áz no cambia de valor si d la 

linea de integración se le hace experimentar una deformación 
xontinua^ termaneciendo fijos sus extremos^ siempre que esta 



■ k 

* . \ 



• % 



V^ 



K- 
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linca al deformarse no atraviese ningún pimto crítico de la 
función f(z)* 

Sean, en efecto, L y A (fíg. 10) dos posiciones distintas 
del hilo de integración; marquemos sobre L una serie de 

puntos ihdefínidamentc próximos 
^0 ^0* ^1 ' ^% t •** ^n I y sobre A una serie 

de puntos correspondientes 




Fig. 10. 



**©» *'! I •* I» -^l 1^ *♦ I» ••• *''» I 

unamos los puntos correspondien- 
tes por lincas rectas, y dividamos 
cada una de estas rectas en pt par» 
tes iguales. Unamos, por último > 
los puntos de división que tengan 
igual número de orden, y obten- 
dremos una serie de curvas L^y 
Zr,, ... intermedias entre L y A; é, 
los diversos puntos z^, z^^ 2^, ... xin de 
la línea L corresponderán eviden- 
temente sobre L^ los puntos que 

tienen por afíjos x;^, s^ -4 z\. 



;» _|.jj;_x; ',,... 5n. Supongamos m indeñnidamente grande, y 
m 

hagamos — == s. 

Comparemos ahora las integrales tomadas á lo largo de 
dos líneas consecutivas, tales x:omo L y L^; por definición se 
tendrá 

Jj{z)dz = llm, :íf(z^)lzf^ , 
J¡^ f(z)dz = lim. :Lf{zt, + tz\^ . A(«;í 4- iz\) . 

Por otra parte, se tiene 
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Hiendo o un inñnitamente (>cqueño de orden superior al 
primero. Efectuando el producto de las expresiones ante-' 
riorcs, y deteniéndonos en los términos que sean infinita- 
mente pequeños de orden superior al segundo, se tiene 

siendo o> un inñnitamente pequeño de orden superior al se- 
gundo; por tanto, se tiene 

J¡ /(s)rfi -JjW^ = Um. 2</[s») . ^» + «'*/-(»») . As»] = 

S¡/Ji.'k)'d'\ + s'A.rfA*)]-=.J¡4«'/(*)l='«[«'./(»)[^* 

Ahora bien, c' se anula en los dos límites de la integración, 
puesto que los puntos z^^ y Zn están ñjos, luego la diferencia 

fr /í^)^* — fr/{^)^^ es un infinitamente pequeño de or- 
den superior al primero. Igual demostración se aplicaría á 
cada una de las diferencias /^/(s)</5 — J*. /{z)dz, ... luego la 
diferencia 

será una suma de infinitamente pequeños de orden supe- 
rior al primero, y cuyo número es un infinitamente grande 
de primer orden solamente, por lo tanto, es menor que 
cualquier cantidad dada, y es, por consiguiente, rigurosa- 
mente nula. 

Observación /.— Si la línea de integración al deformarse 
atraviesa un punto en cuyo dominio la función propuesta 
cesa de ser monodroma, la demostración precedente cae en 
defecto; pues en la expresión del elemento integral de 
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elemento que es/(Zf^ 4- £s\). X-A-H «5\),/(5A-f-ss\) repre- 
senta el valor de la función /{z) en el punto Zf^ 4- vs'h cuando 
la variable llega á este punto por la linea A,, y la cantidad 
que le sustituye, /{zf^) -j- ^z\,/'{Zf¿ -f- a, es el valor de la 
función cuando la variable z va de z^ á Zf^^ por la línea L, y 

después de 5;^ á s/^ 4" ^-'a P*^^* ^^ recta correspondiente, y 
esta sustitución no es posible si /{z) cesa de ser mono- 
droma. 

Observado ft IL — La ecuación 



en que nos hemos apoyado para la demostración del teore- 
ma, lleva consigo la hipótesis de que /'(z¿) es finita y de- 
terminada para todos los puntos del 
área limitada por las curvos Ly A; pues 
si la línea de integración en su trasla- 
ción atraviesa un punto para el cual 
/\z) cesa <le ser finita y determinada, 
la demostración no es exacta, ó al me- 
nos, no parece admisible. Vamos á de- 
mostrar, sin embargo, que el teore- 
ma subsiste también en este caso, con 
tal de que en esos puntos /{z) siga 
siendo finita y monodroma. Sea, en 
eíecto, a uno de estos puntos (fig. 11), 
el cual supondremos está aislado; en- 
volvamos el punto a en un círculo de 
radio p infinitamente pequeño, y tra- 
cemos Iqs cortes zJí y znk, £n virtud 
del teorema que acabamos de demos- 
Fig. II. trar, se tendrá 

Jjf(z)dz =J^^,,.i,,^ = J^^f^ 4- ^^.jfe -f- Ji,^ } 
J/i^^Z ==XAnU„ = Xa + J^nfc ' *- X. ) 
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y, por tanto, 



Já Jl "" Jhnk Jkñ'k 



Ahora bien, las dos integrales del segundo miembro de 
esta expresión tienen módulos infínitamentc pequeños; pues 
si llamamos M al valor máximo de | /{x) \ para valores de s 
situadps sobre la circunferencia, se tiene 

pero si z = x +yi, dz^dx-^- idy^ y, por tanto, 



I dz I =V^</a-«+í//=:í/j, 

designando por ds el elemento de arco de la linea de inte- 
gración, por tanto, 

móc\,í.f{z)dz'^AÍs=^M7zpt 

cantidad infínitamente pequeña; y como la misma demos- 
tración se aplica á la segunda integral, la diferencia f — C 

será menor que cualquiera cantidad dada, 
y, por consiguiente, es en realidad nula. 

Más adelante veremos que puntos críti- 
cos de la naturaleza del que acabamos de 
considerar no pueden existir. 

Coro/aria L — Si la función f (z) es finita 
y monodroma en el interior y sobre el contor* 

no de un área cofuxa^la integral íí (i) óz 

lomada d lo largo de este contorno^ es cero. 

En efecto, señalemos sobre el contorno 
L del área dos puntos cualesquiera, z^ y 
Zn (íig. 12): la aplicación de las proposiciones que prece- 
den nos da 




Fig. 13. 



Jl c/fomca Jnf^» Jt^nUm x/Mi 



O, 
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puesto que las dos líneas z^^mzn y s^uzn son reductíblcs una á 
otra por una deformación continua sin atravesar punto aU 

guno para el cuaiy(5) deje de ser 
ñnita y monodroma. 

Corolario IL — Si Cj , C, , ,.. son 
contornos cerrados interiores d otro 
contorno C también cerrado (figu- 
ra 13), ^^ la función Uz) permanece 
finita y mofiodroma en el drea conexa 
limitada por estos contornos^ y iam* 
bien sobre el C, se tendrd 




Fig. 13. 






tomando las i niégales en el mismo sentido d lo largo de todos 
los contornos, 

i 

En efecto, unamos por medio de cortes simples cada uno 
de los contornos interiores Cp C,, ... al contorno exterior C, 
La integral de la función propuesta tomada siguiendo el 
contorno ahcdC^dceafC^fa en el sentido de las flechas será 
nula; ahora bien, esta integral puede descomponerse como 
sigue 

JabedCideea/C^a Jabe ' Jcd "^ Jct ' Jdc "*" Jeea "»' 
Pero se tiene 

Jí^'^ U/a 

y además las dos integrales J^ , f están tomadas reco- 
rriendo la variable estos contornos en sentido contrario al 
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que se ha tomado pan reco rr er el C; por tanto, invirtieiido 
eo ellas el sentido del movimiento de la variable, para que 

éste sea el mismo en todas las integrales, Ji 6 jC, cambia* 

rán de signo, y se tendrá, por consiguiente, 

Jc^ Jct'^ Sct'^ "'^^' 
ósea 

suponiendo descritos los contomos en el mismo sentido. 

Corolario IlJ.'^Si eti el interior de un área conexa éU am^ 
tomo C, la función f (z) es finita y monodroma d excepciám 
de puntos críticos aislados a,, a,, ..., se tendrd 



Je " Jct'^ Jct'^ 



•••I 



desi filando por C,,C,, ... circuios de radios finitos d infinita' 
mente pequeilos que envuelvan los pufUos críticos a,, a,, ... 

Porque envolviendo cadíi punto crítico en un círculo, la 
función /(5) es finita y monodroma en el área conexa limi- 
tada por estos círculos, y el contorno C, y se la podrá apli- 
car el corolario anterior. 

48. Teoremas de Rietnann«— Los resultados ob- 
tenidos en el párrafo anterior pueden demostrarse de una 
miinera alfjí» í ■''•rente ala que hemos empicado, apoyándo- 
nos en dos t» .nemas de Riemann que vamos á exponer, y 
de los cuales se puede deducir el de Cauchy. La importan- 
cia de este punto en la teoría de íuncipnes de variable com- 
pleja nos mueve á insistir en él aun á riesgo de pecar de 
pesadez y prolijidíid. 

Una lecta indefinida que atraviese un área conexa corta 
á su contorno en un número par de puntos, tantos de entra- 
da como ^ salida; supongamos esta recta paralela al eje de 
las X y recorrida en el sentido de las x crecientes. Si repre* 

8 
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sentamos por x^^ x^, ..., las abscisas de los puntos consecuti- 
vos M^j M^^ ... (ñg. 14) de intersección de la recta con el 
contorno del área, las abscisas de índice impar corresponden 
á los puntos de entrada, y las de índice /ar á los de salida. 
Si un punto recorre el contomo del área C en un sentido 
tal que su proyección sobre el eje Oy marche en sentido de 
las^ positivas, es decir, que pase de la parte inferior á la su- 




Fig. 14. 

perior de la recta PM^y el punto marchará con relación al 
área en sentido directo en los alrededores de cada punto de 
salida, y en sentido retrógrado t,vi los alrededores de los de 
entrada. Hecha esta observación, podemos enunciar y de- 
mostrar los teoremas de Riemann. 

Teorema I. — .5V X ¿Y san dos /unciones recaes de las va* 
Hables reales Ji¿ y f la integral doble 



SS{ 



dx dy ) 



dxdy^ 



tomada para todos los puntos de un área conexa C (ñg. 14), es 
igual d la integral 

J{Xdy^Ydx), 
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timada d lo largo del coniomo deC^y deseribiimdú tsU eamiar* 
no en sentido directo. 

En efecto, si integramos el término j J dxdy con re- 
lación á X, dejando i. y constante, obtendremos por ex- 
praión de la integral indefinida fXd,. S^ OP á va- 

lor constante dado á^ en la integración parcial efectuada 
con relación áx,y llamemos Xk el valor que toma A^en un 
punto AT del plano. £1 valor de la integral definida que nos- 
otros buscamos es la suma de los elementos, tales como 

ir "^''^ 

obtenidos haciendo variar x en el área C; por tanto, si la 
recta y = OP encuentra al contomo C en los puntos con- 
secutivos ^í^, Af^, My J/4, ... , la integral buscada se obten- 
drá haciendo variar x de PM^ á PÁÍ^ de PAÍ^á PM^ ...; de 
suerte que esta integral será 

J{^ ... 4- AX — Xu^ + Xut — ^U^dy , 

ó más sencillamente, 

JXdy, 

conviniendo en hacer variar X sobre todo el contorno de C 
en el sentido directo, porque para calcular 

■ 

Ji^.^. + XM^-^Xu^^dy 

será necesario hacer variar y desde el valor que tome 
sobre el punto más bajo hasta el 'que adquiere en el más 
alto del contorno de C, y entonces los puntos il/„ M^ ... se 
mueven en sentido directo, y los J/, ,J/j, ... en sentido 

retrógrado. Así que la integral j j --- — tfydx es igual á la 
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JXdyy tomada á lo largo del contorno de Cen sentido di< 
recto. 
De una manera análoga se ve que la integral 



// 



dxdy 

dy 



extendida á todos los )>untos del área C es igual á la 

jYdx, 

tomada á lo largo del contorno de C, pero tomada en sentí* 
do retrógrado, ó, á la ^( — Ydx)^ tomada en sentido directo. 
Por consiguiente, se tendrá, si L representa la longitud del 
contorno de C, 

como se quería demostrar. 

Teorema II.— SiXcY son dos /ufic iones reales de las varia'- 
bles reales x ^ y, /« integral doble 



//( 



dY , dX\, . 



tomada para todos los puf Uos de un drea cofíCxaCy es iguala 
la integral 

J{Ydy-Xdx), 

tomada d lo largo del contorno de C, y describiendo este contor* 
no en sentido directo. 

Como la demostración de este teorema es idéntica á la del 
anterior la omitimos. 

Nota, — Obsérvese que los dos teoremas anteriores caen 
en defecto si en el interior del área C, ó sobre su contorno, 
las funciones X^ y, ó sus derivadas parciales, fuesen inñni- 
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tas, dl^coDtinuas, ó no estuviesen bien determinadas, porque 
entonces las integraciones efectuadas carecen de sentido. 
Corolario. — Si la expresión Xdy + Ydx es.una diferencial 

exacta, = O , y entonces, en virtud del primero 

ox o y 

de los teoremas anteriores, se deduce que: la integral ioma* 
da d lo largo del coniortto de un drea conexa C de una di/eren» 
cial exacta, es nula^ ó, lo que es equivalente, las integrales 
de una difereiuial exacta^ tomadas d lo largo de dos lineas que 
tienen los mismos extremos ^ son iguales^ siempre que entre 
esas dos líneas la diferencial en cuestión sea ñnita, continua 
y bien determinada, asi como sus derivadas parciales. A el 
mismo resultado nos conduce el segundo teorema si se su- 
pone que Ydy — Xdx es una diferencial exacta. 

Teorema de Cauchy. — Los teoremas de Riemann conducen 
de la siguiente manera muy sencilla al de Cauchy, demostra- 
do en el párrafo precedente. Si las funciones reales X é Y 
de las variables at, ^ permanecen fínitas, continuas y bien de- 
terminadas en el interior de un área conexa C de contor- 
no L, así como sus derivadas parciales, se tiene 

^\dxdy=^J^ {Xdy+ Ydx), (1) 



JJc\ dx 



SSÁ^'-^)'"-''=L^'"''-'''''^' 



(«) 



Supongamos ahora que /(x) = X ^^ Yi sea una función 
holomorfa úc z^ x-\-yi en el interior, y sobre el contorno 
del área conexa C, se tiene 



dx dy ' ^y • 

las fórmulas (1) y (2) se reducen á 

J¿Xdx-Ydy)^0 



dY 
dx 
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si sumamos estas dos ecuaciones, después de multiplicar. la 
primera por /', se tiene 

J¿Xidy -f Yidx + Xdx-^ Ydy) =J¿X + Yi) (dx 4- idy) = 

• * » 

y, por tanto, la integral de la /unción f(z)dz, tomada d la 
largo del contorno L del drea conexa C, en cuyo interior f (z) es. 
kolomorfa^ es nula, . ' 

Resulta de aquí que si entre dos lineas z^zza y z^z^Zn* termi- 
nadas en los mismos extremos y y limOatido un drea conexa^ no 
hay punto critico alguno de la función f(z), las integrales de 
f (z)dz, tomadas entre los limites z^y Zn d lo largo de las dos 
lineas^ son iguales. 

Teorema general— ^j^/ valor de la integral C "f (z)dz no cam^ 

bia si se deforma el contorno de integración de una manera 
cotUinua, pero arbitraria^ siempre que al deformarse fio se le 
haga atravesar punto algutio para el cual Í{j) cese de ser holo^ 
morfa^ y que se conserven los mismos puntos extremos de la /A 
nea de integración, 

£n efecto, consideremos una línea de integración i4 de ex- 
tremos Zq y zny y otra Z?, obtenida por deformación de la A 
con las condiciones señaladas en el enunciado. Si las líneas 
Ay B forman un contorno simple, ó sea, si limitan un área 
conexa, el teorema está demostrado, y si se cortan en algún 
punto z\ por ejemplo, además de los z^ y zn^ se observará 
que las integrales de z^é^z' y de z* á Zn serán iguales, y, por 
tanto, también las de z^ á Zn^ como se quiería demostrar. 



CAPÍTULO VII 



"TeorisL dle los reaidlvLoa. 



49. Primeras nociones»— Si /(<) es una fundón 
monodroma y monogena, que se hace inñnita para el valor 
< = tf, se llama residuo de la función /*(<), para s= a el va- 
lor de la integral 



b/^(«)*« 



tomada á lo largo de una circunferencia de radio infinita- 
mente pequeño, descrita desde el punto a como centro, y re<^ 
corrida en sentido directo. Y se llama residuo integral de 
una función con relación á un área simplemente conexa, la 
suma de los residuos de esta función relativos á todos losin- 
fíoitos de ella situados en el interior del área. Según ya sa- 
bemos (n.^ 47, cor. III) esta suma es igual á la integral de la 
función tomada á lo largo del contorno del área, recorrido 
en sentido directo, dividida por 2tA, 

Cauchy empleaba la notación siguiente para designar el 
residuo de una función respecto al punto tf. 



¿J/W] -i f/w*. 



pero nosotros emplearemos con preferencia las notaciones 
que son de más fácil escritura. Si la función de la cual se 
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quiere hallar el residuo integral es un producto de la for- 
ma y*(5).9(5), y el residuo se toma con relación á un área A 
que no contiene infinitos más que de la fundón /*(«), s^ em- 
plea la notación 

^a[/(5)].<p(5). ' 

50» Determinación del residuo de una fun« 
Ción. — Los teoremas que siguen nos. dan medios de deter- 
minar el residuo de una función en los casos de más frecuen- 
te aplicación^ asi como nos hacen conocer algunas propie- 
dades de que hemos de hacer frecuente uso. 

Teorema L — Si la fuficíon f (z) se hace infitiitapara el valor 
z = a , ^' puede presentarse bajo la forma 

en la cual ^(z) representa ufia función para la mal z = a ^x 
un punto orditiario^y <¡/(z) una serie finita^ ó de infinitos t&mi» 
mifiosy pero uniforPHcmente convergente^ y de la forma 

Í'ÍS =— i-+. i-- 4. ...4.- vT- ■♦■••- 

5 — a {z — a)" (z — a)» 

en la que A|, A,, ... Aot ••• son coeficientes constantes^ vamos d de- 
mostrar que 

A»,, [/(s)] = ¿ jr/(s)rfí = ^, . 

£n efecto, de las hipótesis hechas se deduce 

/(c) = ,p(=) + -^^ + TT^rr + - + 7^^ + ... , 

s — a (z — af (s¿— a)n 

multiplicando esta expresión por dz é integrando á lo largo 
de una circunferencia que envuelva al punto critico a, se 
tendrá 
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La integral r^2)^ es cero por ser a un punto ordinario 

/* Andz 
de la función «(s). Las integrales de la forma I . . seob- 

tienen^ para todos los valores de n, excepto para « es ] , como 
sigue 

r-^An\ (s — ayndzmxAn\- fri *=• 

por ser id(3n ticos los Vtilores de z correspondientes á los ex- 
tremos de la línea de integración. Para calcular la integral 

A^dz 



hagamos 

« — a = p^*, de donde dz = pie^^d^ , 

y, por tanto, 

J'» A^dz /» A^oe^Ud^ n^n 

a z — a Ja p^' Jq 

por consiguiente, se tiene ñnalmente 

r/{s)dz = 2^JA^ , ó sea — : j /{z)dz =a ^4^ , 

como se quería demostrar. 

Teorema IL— *SV f(z) es una función mofíodromay moncgena 
que no es cero ni infinito para z b: a, el residuo de lafuncián 

—ú^para este punto ^ es f(a). 
z — a 
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En efecto, según la deñnición, se tiene 






tomando la integral á lo largo de una circunferencia de ra* 
dio inñnitamente pequeño p y descrita desde a como centro. 
£1 añjo de un punto de esta circunferencia es 

y, por consiguiente, se tendrá 

1 Y* /(p)d3_ _ _í_ p2?: /(/i + figft<).fi/^<</0 ^ 
2rjJa s— ^ 2n/ J^ pí8< ^ 

ahora bien, coino/'(s) es una función continua, se tendrá 

siendo aun inñnitamente pequeño que se anula al mismo 
tiempo que p, luego 

1 (^ ñzSdz 1 /»2w 1 /»21C V 

2raJa z — a 2n J^ -^ ^ ' ^ 2:5 J^ 

si designamos por ^ el valor máximo del módulo de a, se 
deduce 

mód. r^''ou/0<i4.2R, 

cantidad que tiende hacia cero al mismo tiempo que p, y nos 
queda por último 

como se quería demostrar. 
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Tborbma III.— .5/ una función es kolomor/a in um área eo^ 
Mixa^ su derivada es también kolomorfa en la misma área. 

En efecto, sea la función /*(<), que supondremos holomor- 
ía en el interior de un área conexa; consideremos una por* 
ción de esta área que esté limitada por un contomo sim- 
ple A y supongamos que a es un punto interior á este con* 
tomo; según el teorema anterior se tendrá 

-¿J¡/(»)(,_a)-i^=/t«). 

tomando la integral á lo largo del contorno L, Para un se- 
gundo punto a -f- Aa, próximo al primero é interior al con- 
tomo L^ se tiene del mismo modo 

-¿7 J^/(*)(s -«- ^«)- »*=/(«+ M- 

De estas expresiones se deduce 
/(a 4- A«) -/(«) = ¿ J^/(í)[(« _ « _ Aa) - • -^(. -a) - •>&, 



Ó sea 



A ./(«) = ^f/C) . A(s - «) - ' rf* . 



• • 



y, por consiguiente, 

lAa) 



la 






Como la función {z — a)'* de la variable a tiene por deri- 
vada (« — a)- » se podrá hacer 



Aa 
siendo t un inñnitamentc pequeño que tiende hacia cero al 
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mismo tiempo que aa, luego la expresión precedente toma- 
rá la forma 



vf«) 



■ = hS/^'^^'-''^'"''-^-hS/^'^'^' 



la 
Razonando como en el teorema anterior se prueba que 

luego 

Repitiendo para esta nueva í unción el razonamiento ante- 
rior, se obtendrá 

/'(<» + Aa) = ¿-J^/(s) (s - a - Aa)- ¿5, 
y, por tanto, 

/•(a + Aa) -/V) = ¿-J^/(s) . Á(5 - «) - «rf«. 

La función (z — a)-* es continua, y, por consiguiente, se 
puede tomar la suficientemente pequeño para que el mó- 
dulo de ^(s — a)' * sea menor que una cantidad dada cuan- 
do z describe el contorno L: el valor de la integral deñnida 
precedente es infinitamente pequeño, y, por tanto, /*{a) es 
una función continua. Además, se tiene 



A/'(«) 



1 f ■ , , Ais — a)-* . 



^a 

'y como la derivada de (« — a)** con relación á a es 

a(s-a)-», 



- "$ - 



se hará 



«(«-«)•» + «, 



siendo //«.tes O para Um.^^sO, y pudiéndose escribir 
^/*{a) 1.2 



¡¿j;/(,)(.-«)-.* + ¿j;/(.)ufc. 



Atf 2: 

como Um.C/{z)idz^=:0^ se tendrá ñnalmente 

Y como este razonamiento puede repetirse ilimitadamen» 
te, resulta que: 

Corolario. — Si una función es holomorfa en el interior de 
un área conexa, admite una infinidad de derivadcu sucesivas 
que son todas holomorfas en la misma área. 

Teorema IV. — .5V f(z) es utia función monodromay monogC' 
na que no es cero ni infinito para z = a, ^ m es un número en^ 
tero y positivo distinto de la unidad^ el residuo de la función 



(s — a)^ 

para z«B>a está dado por la fórmula 

. ^ f(z) _ 1 d^-^f(z) 

^ {z — a)^ "^ (»f — 1)! ' ¿i,w-i » 

En efecto, diferenciando m — 1 veces con relación á a, la 
fórmula 

^5 — a 2niJ^ « — a -^v^» 
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se obtiene 

'"' (z-ay ~ 'irada («-«)* "~ 



d./{a) 



da ' 
/{z) 1.2 /» /(s)dz d*/(a) 



1 o ü» _ZüL__iJ_ CJ^Bñ-- 



da* 



(« - 1 ). Ab _ _ j,^. J^ - . _ ^- 






(* — «)"• 2s« Jo(í — a)" rfo»-» ' 

, de donde se deduce, como se quería probar, 

" (s — a)** 2ni Jo ^5 — a)«" (« — 1)! 
Teorema V.— ^/ f(z) es ufia función tal que 

lím. |(z — a).f(z) 1=0, 

para z==a, /a integral de f(z)dz, tomada a lo largo de una 
circunferencia de radio infinitamente pequeño y de centro ^^ 
tiende hacia cero al mismo tiempo que el radio de la circunft' 
renda. 

En efecto, sea McX valor máximo del módulo de (« — ^)/(*) 
sobre esta circunferencia; haciendo \ z — a | = r, se tendrá 

M 

l/WI< — » - 

y, por consiguiente, 

mód. Cf{z)dz < C — ds < 2kM, 
tía , e/a r "" 

y como para z= a^ lim, M = O, resulta 

lím. mód. C f{z)dz = O , 
como se quería demostrar. 
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TiouMA \T--^ f 1 es mmm/mm€iám tml fm \ sf(s) | — «, 
/ora 1 » » . ¿g mU^mi de f i.di, fpwarfg rf j¿ toy dfe— 
€ünt9rna ciremlúr di rméi9 m/húí9 seré 

£o ciectr*. K tieTfC 



haciendo ¿«=r/^, de donde ás^ri^d^9ssiék^ y, por 
consiguiente , 

-¿-J* V(*>« < i */(-) I =0, 

puesto que para s ¡ = oo , | 5/(s) | = 0. 

Teorema VIL— ^/ , zUz) \ ^ O para | x | =s 9» ^ y gstaméc el 
argununiú di z compremdido enlre h^y \, laimUgraidg f(i)dx 
tomada á lo largo de un arco de circunjeremcia de radio mjudto 
y cuyos extremos tienen radios polares que formase dngalos 6^ 
y O,, es nula. 

En efecto, la integral buscada tiene por valor 

J^/{re^^)rie^^d(i = / J^' zf{£^^ < i | z/^z) | (0. - 0¿ - O , 

por ser | z/{z) ¡ =0 para 5 = 00. 

Teorema VIII.—Z^ diferencia de las integrales de f(x), to- 
madas entre los mismos limites^ pero tomadas d lo largo de dos 
camifios que no se corten z^'z% y z^"zn (fíg. 13, pág. lll), es 
igual al residuo R[f(z)j relativo al umlorno cerrado z^%fa"t^ 
multiplicado por 2ni. 

En efecto, según sabemos (n.® 47. cor. m), se tiene 

f ^ ^ f , + r ^^ = 2 Jti.^ [/(«)], 



ó sea, 

51. Aplicación del cálculo de residuos á la 
evaluación de integrales definidas.— Aunque las 
funciones aigcbricas que se presentan bajo la forma de irac- 
ciones racionales se saben integrar por procedimientos ele- 
mentales, vamos á aplicar el cálculo de residuos á la evalua- 
ción de integrales de la forma 



00 



^^ ^ dx, , (1) 



^(^) 



en la cual íp(A*) es un polinomio de grado inferior en dos uni- 
dades al grado de (J/(a*). La integral (1) está tomada á lo largo 
de todo el eje de las x^ y puede sustituirse por la integral de 
la misma función tomada á lo largo de una semicircunferen- 
cia de radio infínito descrita desde el origen coitio centro y 
situada sobre el eje de las x^ aumentada en la suma de los 

íp(.v) 

residuos de la fracción ,, > relativos á los inñnitos de esta 

^x) 

función, situados encima del referido'eje, multiplicada por 
2?:/. Ahora bien, como ¿(p(«) es de grado inferior á <Ks), el mó- 
dulo de 

es cero para 5 = 00, luego la integral á lo largo de la semi- 
circunfercacia es nula, y, por tanto, 



X 



+ <» 9(5) 9(5) 



Ejemplos, — I. Como primer ejemplo tratemos de evaluar 
la integral 

dx^ 



X 



«« 14-A;2n 
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ro la cual se supone que myn son númeroe enteros jm ^m; 
como nos encontramos''en el caso referido en el pimío an- 
terior, se tiene . • 



r. 



x!Zm 



1-f-**» - 14-«** • 



tomando cada residuo con relación á una de las raices de la 

ecuación 1 -f s^n «ss O, situadas sobre el eje de las x. Ahora 
bien, las raíces de la ecuación anterior están dadas por la 
fórmula 

(2M-1>^. (2iH-l)ic 

£^cos. h<*8Cn. 



2« ' 2« ' 

para Ár =s O, 1 , 2, ... « — 1, «, ... 2» — 1 ; y si hacemos 

a = COS. -T h f .sen.* "t — , 

2» ' 2» 

las raíces de esa ecuación que están sobre el eje de las jr 
son, evidentemente, 

a, 01^, a*, ... a2» -s« , 

que son aquellas que tienen ar((umentos menores que x* 
Para hallar el residuo de ■■ , correspondiente á la raíx 

a = a2k -H I , hagamos 



z-^a l+s2n » . 

de donde 

z — a z — c^ "^ ^ 

//2\ — -2m _I Z_ ^21» Z 

^^^^-^ 1+^2»-^ l+«2n ' 

evidentemeate la función /{z) no es nula ni' infinita para 
5 =s «2* 4- 1^ pues la fracción de su segundo miembro puede 
simpHfícarse dividiendo sus dos términos por a — «^+^, 
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por consiguiente, podremos aplicarle la fórmula ^ 

que aquí se convierte en 

«2m «2* + ! _ -24 + 1 

y como esta expresión se presenta bajo la forma indetermi- 


nada -r- habrá que determinar su verdadero valor. Para 

ello hallemos el límite de la expresión 
• ;5-a2fc + i 



1 + 



*2n 



para a=.a2* + l. 



Sustituyendo en la fracción anterior á la relación de fun- 
ciones la de sus respectivas derivadas, y hallando límites, se 
obtiene 

lím. r — = Um. 



14-2^»» 2«52»-l 2«(a2*-l-l)2H-l 

a2fc-t-i 
2«.a(2* + l)2n ' 

y y por consiguiente, se obtendrá para el residuo buscado 

z2m a2*-l-l ^1(2* + lK2m + 1) 

"l4«2n • 2«.a(2*+l>2n 2«(a2ii)2* -h 1 » 

y por ser a2n = — 1, se tiene ñnalmente 

J^a ^L-— -=:--— .«(2V 1X2111 + 1). 

1-1- 52» 2« 

Por consiguiente,. para la integral buscada, se obtendrá la 
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expresión 

►+• x*'^ Jjc/ * = » — 1 



• •• 



X 



m 2n 



y como la expresión contenida dentro del paréntesis es la * 
suma de términos de una progresión geométrica de raxón 
«^****- 1), se tendrá ^. 



r. 



dx^= 



— • I + X^ 2lf 1 — «(2111+1) 

2ni a2»-f 1_. a2'K2«ii-M).ai2w + l Jni Ja^^ + l 

Sustituyendo ahora a por su valor, se tiene 

«o ^m 






dx^ 



X 



f— « 1+Jlf2n 

^ ^L^^"' ii; 4-1. sen. ^^ J 

[^cos. 2 . jj^ +1 . sen. 2» ^^ J - 1 

haciendo -^ í — = 3 , para abreviar en- la escritura, la 

2// ^ * 

fórmula anterior nos da 

+ 00 x'im 2rJ 2[cos.p-t-í.sen.8] 

dx^s 



Lflo 1 -h A?2n 2« cos.^p — sen.^p — 1 + 2/sen.p.cos. p 

2n/ cos.fiH--/.sen.p 2r tc 



2« /.scn.fi(cos.p-f-í'.sen.p) 2«sen.p «.scn.iíüÜi^ 



.(O 
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De esta fórmula se deduce otra de frecuente aplicadóu: - 
hagamos 

1 2m 

*^«*«» — "Tj = <»» y, por tanto, a; = «'", x^^^bz , 



2mx^^ " ^dx vsidz^ ifx 



2fi 

dz xdz z dz 



^ftífl^-^ iftx^^ 9nz 

sustituyendo en ]a (1) se obtiene 

" .21» 






•/. 1 + 5 * 2«5 ** ./ <j f/(l 4- «) 

1 /^*5«'« , 

/ ; ífesS , 

« ,/ 1 4-s /i.sen.an 



</« 



de donde 



•A 1 



* s*»-» :: 



</s= 



-f-;5 sen.an 

//, La función ^"*." = — s- es holomorfa en toda la exten- 

sión del plano, luego la integral / e^'^dz, relativa á un con- 
tomo cerrado cualquiera, es nula. Consideremos el rectán- 
gulo ABCD(ñ^,lb\ formado por el eje de las jc, una parale- 
la á este eje trazada á la distancia 0£ «= a, y dos paralelas 
al eje de las^, ¿fC y AD trazadas á las distancias -hP y — / » 
que pueden crecer ilimitadamente. Si la variable sigue la lí- 
nea AB^ se tiene s = a:, y variará de ¿v = — p á jc = +"/ (y p 
crece indeñnidamente); al seguir la variable la línea BC, se 
tiene z ==/ -4- <y, designando por / una nueva variable real 
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que varía de O á a; al seguir % la línea CD^ se tiene % «■ /+ tU% 
variando / de -(- oo á — oo; y, por último, si % sigue la Unea 
DA, se tendrá s «« — / + ü^ variando / de a á 0. Como la in- 
tegral relativa al contomo es nula, se tiene 



Jab'^ Jbo'^ Jcd'^ Jdá^^* 



(1) 



y vamos ahora á calcular por separado cada una de estas 




Fig. 15. 
integrales. Por los elementos de.Cálculo integral se sabe que 

Para hallar la segunda integral hemos dicho que » iBif+ü, 
y / una variable real que varía de O á a, y como dz a» i^/, se 
deduce 

rí'" J"'** tf^ iV/(cos. 2// — / . sen. 2//) , 
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y de aquí se deduce 

cantidad que tiende hacia cero al mismo tiempo que / cre- 
ce indefínidamente. Del mismo modo se vería que el módu- 
lo de la cuarta integral jl.í'*V5; tiende hacia cero al cre- 
cer/. 
Y respecto á la integral Cpí"*V5, haciendo «ss/+ ai, y 

variando / de -f- oo á — oo, se obtendrá, por ser dz =: dt^ 

• — «a» jr+*¿- i«(cos.2tf/—ísen.2a/)rf/, 
y en virtud de igualdad (1) se tendrá 

/** Jl^D* ^ '•(eos. 2fl/ — / . sen. 2<j/y/ == y «^ 
y separando partes reales é imaginarias 

j2^*e-^.sen.2fl/.í//=0 )* 

fórmulas que son de alguna utilidad. 



-•1 



CAPÍTULO VIH 



Serles de Ca.-ucl1.3r y X/Sivirexit. 



53. Fórmala Importante. — En el capítulo prece> 
dente (n." 60, teor. IV) se ha obtenido la expresión 

en la cual se supone quey(x;) es una función holomorfa en el 
interior del círculo descrito desde a como centro y con ra- 
dio infinitamente pequeño. Si suponemos que en el interior 

/(z) 
de un área conexa la función : — no tiene más pun- 

to crítico que el z — «, es evidente que la función /"(«) será 
también holomorfa en el interior de esa área; en esta hipó* 
tesis designemos por r la mínima distancia del punto a al 
contorno del área, para todo punto de este contomo se 
tendrá 

\ z — <í I > /*. 

Representando por M el valor máximo del módulo de /{z} 
sobre el contorno, y por L la longitud de éste, se tendrá 

mód. 1 ^. dz< I r-7 <fx< r— , 



, • 
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y, por lo tanto, 

»! ML 



l/í">WI< 



2« r»-*-* 



si el área considerada es un círculo de radio f\ como L «= 3ic/:, 
la fórmula anterior se convierte en 

n\ M27zr A/.nl 
fórmula muy importante que inmediatamente utilizaremos. 



53 • Teorema de eauchy 6 serie de Taylor 
fleneralizada« — »S/ f(z) es wta función finita^ cotitinua^ mo- 
fiodromay monogena en el interior de un círculo^ y sobre la cir- 
ctmfep'enciüy que tiene su UfUro en un punto a, y Z| es un punto 
situado en el interior de este circulo^ vamos d demostrar que 
i {^^ puede desarrollarse en la serie absoluta y uniformemente 
convergente 

ifLZlf)l/í»)(«) + ... (1) 

n\ 

£n efecto, sea z el afíjo de un punto situado sobre la cir» 
cunferencia trazada desde el punto a como centro; de las hi- 
pótesis hechas se deduce 



Ahora, de la identidad 



> 



1 



«—«I (« — a) — («t — a) • 



-'•37 - 



9e deduce la expresión 






(5, —«)*-»-• 1 



(. — a)« + I « — 



« 



I 



1 



y de aquí, suponiendo que se integra á lo largo de U circun» 
ferencia de centro a, se deduce la serie 

ó, lo que es igual, por ser 

/(*,) =/(«) + (2, - ")/'(«) + ^*' ^ /"('») + - + 

haciendo 

5í^í Jo \ z — a ) z^z^ 

Vamoá á demostrar que el módulo de R tiende hacia cero 
cuando n crece indeñnidamente: en efecto, sea M el valor 
máximo del módulo de/'(«) para valores de z situados sobre 



y 
t 
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la circunferencia, ó en su interior, y hagamos 

(2, — fl|=p, |s-<i|=rr, y, por tanto, |« — «il>^ — P» 

BC tendrá 

,n-M /% Mds Mr /p\n-M 



^ pfi-M /» Mds Mr /o\ 



» 



cantidad que tiene por límite cero cuando // crece ilimita- 

damente por ser — < 1, y ser fínito el factor . Lue- 

r ^ '• — p 

go la serie (i) se verifica, y es absoluta y uniformemente 
convergente i)ara todo valor de z contenido en el círculo 
considerado. 

Nota. — Utilizando la fórmula de Darboux, anteriormente 
expuesta (núm. 46), ni término R podría dársele la forma 

' 2;: « — 5, XoL^aJ r — p\r/ 

siendo a un punto del contorno. 

Consecuencia. — La serie (i) nos demuestra que: para que 
una función {{j) sea desarrollable en serie ordenada^ según las 
potencias enteras y positivas de la diferencia (z — a), es suficieu' 
te que el punto i esté en el interior de un circulo descrito desde 
el punto a como centro y con un radio tal que la funciópi f (z) sea 
finita, continua^ monodronia y monogena en todo punto interior 
d este circulo: 6 dicho en otros términos, que serd suficiente 
que el módulo de z — a sea menor que la distancia del punto a 
al punto mds próximo d cly para el ctial la función cese de ser 
finita, continua, monodroma y monogena. 

Oóservación.— Observemos ahora que si una función es 
desarrollable en una serie de la forma (i) en el interior de 
un círculo de centro a, el desarrollo tiene que coincidir con 
el obtenido por la fórmula de Taylor. En efecto, si las dos 
series ordenadas por las potencias ascendentes de £ — a re* 
presentan una misma función, en el interior del círculo con* 
siderado, su diferencia, que será también una serie de la 
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forma 

*•+*,(« -a) + k^(t^a)^... ^ A» (« — «)*+.... 

debe ser idénticamente nula para todo valor de % situado cd 
el interior del área considerada. Supongamos que im sea el 

primer coeficiente que no es cero en la diferencia anterior» 
esta diferencia tomará la forma 

el primer factor (z — a)^ se anula únicamente para s at a, 
luego la serie 

debe anularse para cualquier valor de z contenido en el área, 
excepto para z^^a^ y, á causa de la continuidad de la fun- 
dón que define, también para z=^a^\o que exige que h^^=t O, . 
contra la hipótesis; por consiguiente, todos los coeficientes k 
tienen que ser cero, y las dos series coinciden por completo. 

Notaci<mts,^YX círculo descrito desde a como centro y 
que pasa por el punto crítico de f{¿) más próximo á a, reci- 
be el nombre de circulo de convergencia de la serie; y una 
función á la cual se le puede aplicar el desarrollo (i) en el 
dominio de un punto a^ se dice que es una fuf^ión regular 
en ese punto. 

Las series de la forma (i) suelen anotarse con los sím- 
bolos 

P{z - a\ P(z I a), 

y de una manera análoga, las series semejantes, pero orde- 
nadas con relación á las potencias enteras y negativas de 
« — a, se anotan con el símbolo 



(i^)- 



Si el círculo de convergencia de la serie tiene el radio in- 
finitamente grande, ó lo que es igual, 8Í/(«) es una función 
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holomorfa en toda regiÓD fínita del plano, las seríes corres- 
l>ondientes se anotan con los símbolos 

según estén ordenadas con relación á las potencia^ enteras 
positivas ó negativas de £ — a. 

54« Serie de MacLaurim^Si en la fórmula (1) se 
hace a = y z^=az, se obtiene la fórmula siguiente, que 
contiene á la de Mac-Laurin si se supone real la variable 



z* 



m =/(0) + «./'(O) + -/" (0) + ... + ^/<») (0) +•.. (2) 

El círculo de convergencia de esta serie tiene por centro 
el origen, y su radio es el módulo de la menor raíz de la 
ecuación /*(s) = oo , suponiendo siempre que /{£) sea mono- 
<lroma y monogena en el interior de este círculo. 

Las notaciones indicadas en el párrafo anterior toman aquí 
las formas 

55. Condición para que una función sea des' 
arrollable en serie. — £1 teorema de Cauchy da inmedia- 
tamente la condición para que una función de variable real 
/{x) sea desarrollable en serie absoluta y uniformemente 
convergente ordenada por las potencias enteras y positivas 

de ('"J"}» así como el valor máximo de esta cantidad para 
el cual es posible el desarrollo. Se reemplaza la variable 
real x por {** ^*|i siendo z una variable compleja, y se busca 
la raíz de módulo más pequeño de la ecuación j'^^y/'Jxíl™ *| 
y el módulo de esta raíz será el límite superior del valor nu- 
mérico de !*~"j para el cual es posible el desarrollo. 
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Por ejemplo, si ne desea el desarrollo de la fundón 



ordenado con relación á las potencias de x^ se hará 



• » ó sea __ — s Oj 



í» — 1 



y como la raíz de menor módulo de esta ecuación es « ^ 7kí\ 
2n es el radio del círculo de convergencia para el desarrollo 
de' la función en serie. 

S6« Aplicaciones.— /. Desarrollo en serle de (1 -f z)*^. 
Si M es una cantidad real, y de valor absoluto menor que la 
unidad, se sabe que la serie 

(l4-s)'"=l + (7)s + (™)5'+...H .(™)«"+.... (3) 

es absoluta y uniformemente <:onver(^ente. Si z es una canti- 
dad imaginaria, In aplicación de la fórmula (*i) nos conduce 
á la misma serie (3) absoluta y .uniformemente convergente 
para todo valor de z de módulo menor que la unidad; (>or 
consiguiente, la función definida por la serie (3) será holo- 
morfa en el interior do un círculo descrito desde el origen 
como centro y con radio igual á la unidad. 

Ahora bien, si suponemos w ■>■ -^ , la fórmula de Moivre 

nos dice que la función « = ( I -\- z)^ tiene ^7- valores, y como 
la serie (8) no nos da más que uno solo de u para cada valor 
de M contenido en el círculo de convergencia, debemos exa- 
minar cuál de estos g valores es el que, en realidad, nos da 
la serie. Para ello» s^ hacemos 

1 4- « =s 1 «-f- .V -f->/ = o (eos. « 4- /. sen, a), 



y /' 



— ua — 

se tiene 

1 4- * == P C03. «, > = f seii» «» 

p = V (í -*--^*)*4-^*» sen. a ——, cos.ttg=» ■■ ■ , 

P P 

y además 

(, + ,)í= pf ¡"eos. ii±i£f>¿ + .-.sen. iH^l, (4) 

Si hacemos 5 = O, ó lo que es igual j í ^ o}' *^ tiene p «r 1, 
a aiO; y como para esta. hipótesis la serie (8) se reduce á la 
unidad, el valor por ella representado es el deducido, supo* 
niendo ^ = O en la íorma (4), ó sea el 



p V COS. -^ + i • sen. — . 
L ^ ^ J 



//. Desarrollo en serie de 1(1 -|-z). — Si « es un número 
real, la serie 

/(l+*) = s-^ + 4-..'=2(-))»f!, (6) 

¿o I fl . 

es absoluta y uniformemente convergente para j5s=:+ 1, y 
para todo valor de z menor que la unidad en valor absoluto. 
Si z es un número complejo, la aplicación de la fórmula (3) á 
la función u s= /(I -f z\ nos conduce á una serie de idéntica 
íorma, absoluta y unilormemente convergente para todo va- 
lor de z de módulo menor que la unidad; por consiguiente, 
la íunciÓA definida por la serie (6) será holomorfa en el inte- 
rior del círculo descrito desde el origen como centro, y 'con 
radio igual á la unidad. . 

Ahora bien, si empleamos las mismas notaciones que en 
la aplicación anterior, sabemos (núm. 29), que se tiene 

« = /((1 + x;)) = /P + (« + 2*hV, (6) 

es decir, que u es infínitiforme, y, por tanto, como la se- 
rie (5) no da más que un valor de u para cada valor de «, es 
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preciso examinar cuál de los valores contenidos en la for- 
ma (6) es el que da la serie. Para ello observemos que 
si « = O, la serie se reduce á » ss 0; y como para este valor 
se tiene p^l', assO, el valor correspondiente de la for- 
ma (6) es el que se obtiene suponiendo Jta=0,6 sea, 

es decir, el valor principal de /((I + 5)). 

/// Desarrollo en serie de la función are. tg. «.—Si j8 es un 
número real, la serie 

¿S ¿S j¿l 

« = arc.tg.5 = 5 _--f.-l_ ^ + ..., • (7) 

es absoluta y uniformemente convergente para valores de s 
menores que la unidad, y es sabido que, entre estos limi- 
tes, no existe más que un valor de u comprendido en- 
tre ^ y H — -\ y, además, que cuando s tiende hada 

cero, el valor correspondiente de u tiende también hacia 
cero. Si se trata de aplicar el desarrollo anterior al caso en 
que z es un número complejo, veremos que la serie es tam- 
bién absoluta y uniformemente convergente para todo valor 
de z de módulo inferior á la unidad, y, por tanto, que la fun- 
ción definida por la serie (7) es holomoría en el interior del 
círculo descrito desde el origen como centro, y con radio 
igual á la unidad. 

Ahora 6ien, la función v = arc, tg.z es susceptible de los 
infinitos valo--» contenidos en la expresión (n.® 81) "^ 

« = arc.tg.. = J^/((-l±j)). 

y se deberá tomar como correspondiente al único que da la 
serie (7) aquel que tenga por límite cero para lim* | s | ib 0. 
Si hacemos 

— =r picos, a + I . sen. a) a=» ^e % 



\-^zi 
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la expresión anterior toma la forma 

« =5 are. tfr. « = — [/p + (a 4- 2^j:)i J . 

y el valor que tiene por límite cero para Um, | ;s | ss O, es el 

« = --r(/p -*-«), 

y, por tanto, este es el valor representado por la serie (7) (♦). 

57* Teorema y serie de Laurent*— »S/í(z)¿ji/«a 
fundón holomorfa pata los valores de z comprendidos en el in- 
terior de Ufia corona cirailar que tiene por centro un cierto 
punto a^y z^es un punto de esta corona (fíg. 16); vamos d demos* 
trar que r(Z|) serd desarrollahle en una 
doble serie absoluta y uniformemente 
convergente de la forma 



/(^,)=S AJz,^ar, 



siendo 
A 



m 



1 r A»)dz 

2«< Ja' (s — a)»+* 




Fig. i6. 



En efecto, sean Cy C las dos circunferencias de radios 
r y r'.que limitan la corona; sea ^ un drculo infinitamente 
pequeño que envuelve al punto «, se tendrá 






Como la función f{z) ^e supone holomorfa en el área 1¡- 



(*) Para una discusión detenida de las series (3), (5) y (7), presentada 
bajo forma muy diversa de la adoptada aquí, véase la obra Mánmn (17). 
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mitada por los círculos C, C y p, se tíene 

de donde 

n /(z)dz ^ /» /{z)dz _ p /(g>¿i 

y, por tanto, 

£o la primera de estas dos integrales se tiene constante- 
mente \ z — ¿i | > | «^ — a | y, por tanto, la fracción — - — 

se podrá desarrollar en la serie absoluta y uniformemente 
convergente 

1 1 






« — «I (« — «) — («! — «) 

y el valor de la integral será, por consiguiente, 
1 n f{z)dz ^ 1 n Az)di z.-^a ^ Az)dz 

ó, lo que es igual, 



2rJ 
siendo 



1 /» /iz)dz M 



_ 1 r /(«K« /oN 

^»- 31»- X (,_«)»+•• *' 



V 






I 






10 
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se líene coostaatemeate ' 

• ■ . * 

y se puede escribir 

I 1 1 



a — «, .^1 — * (^1 — «) — (s — fl) 

serie absoluta y uniformemente convergente; por consi- 
guiente, el valor de la integral será 

2r/J(7»5 — 5, 2n/ Je 

ó, lo qué es igual, 

2Kt Je' z — z^ 1 

siendo 

^. :==_!. r_Z(f^. ' (3) 

2n/Vc (5— «)-« + • 

Ahora bien, las dos integrales cuyos valores acabamos de 
determinar, no cambian si en lugar de tomarlas á lo largo de 
las circunferencias C y C\ se toman á lo largo de una circun- 
ferencia C" contenida en el interior de la corona, y que no. 
pasa por 2|, luego, sustituyendo las expresiones (2) y (8) en 
1.1 fórmula (1), después de veriñcado este cambio en la línea 
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de io legración , se tendrá 

/(«.) = J^^.(«.-«)». siendo ^^•i;riJe '(,-af+^ ' 

fórmula que constituye el teorema y serie deX^urent 

Odservacidn,—£l desarrollo en serie de laftmcién f(f,) fU0 
da el teorema de LatirUnty es único. 

Supongamos, en efecto, que por otro procedimiento cual- 
quiera se obtuviese el desarrollo 

Restando de este desarrollo el anterior, se obtendrá 

dividiendo los dos miembros de esta ecuación por («, — «)•+*♦ 
multiplicando por d{z^ — a\ é integrando á lo largo de una 
circunferencia concéntrica con las que limitan la corona é 
interior á ella, se tiene que cada uno de los términos es una 
función racional que tomará el valor inicial cuando se vuelva' 
al punto de partida, y las integrales correspondientes serán 
nulas. No habrá más excepción que la del término que con- 
tenga á (s, — o)'^y el cual tendrá por integral indefini- 
da (i4',i — /l,i). l{z^ — a), y por integral á lo largo de la 
circunferencia considerada {A\ — A^ , 2r/; pero como la in- 
tegral total es nula, se tiene 

(^V— ^n)2n/=0, ósea, A\^A^, 

lo que demuestra la proposición enunciada. 

Nota» - La fórmula (4) puede presentarse, utilizando nota- 
ciones ya explicadas, bajo la forma 



f{>)=P(z-a)+p(—L-.), 

\z — a I 



t 
J 
) 



'V. 



>< . 



/ 
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pudiendo z recibir cualquier valor contenido en el interior 
de la corona considerada. 

58* Idea de la prolongación analítica.— £1 teo- 
rema y serie de Cauchy, expuesto en uno de los párrafos 
precedentes (núm. 63), ha dado origen á una idea muy fecun- 
da en el Análisis moderno y de la cual hizo uso constante 
Weierstrass en su teoría de las funciones analíticas, esta idea 
es la de la prolongación analítica de una serie, y de ella va- 
mos á d.ir en este párrafo una sucinta noticia (♦). 

Si consideramos una serie de potencias 

I\z — a) = <Zo+ <i, (5 — íi) -f ... + tf,, (5 — df' + ... 

absoluta y uniformemente convergente en el interior de un 
círculo de centro « y de radio /?, que suponemos distinto de 
cero, esa serie defíne una función y(s), finita, continua, mo- 

nodroma y monogena, es decir, holo- 
morfa, en el interior del círculo C 
(figura 17), de modo que 

/(s)=/'(s-«), 

para todo valor de z contenido en C 
Tomemos en el interior de C un pun- 
to ^, distinto del a, y describamos, 
Fig, 17. haciendo centro en b, un círculo C 

que esté contenido en C\ el ma- 
yor valor que se puede asignar al radio de este círculo es 
evidentemente R — \a — b\ mínima distancia del punto b 
á la circunferencia de C. En el interior del círculo C* la 
íimcióny"(s) sigue siendo holomorfa, y, por consiguiente, se- 



(*) Para mát detalles sobre esta cuestión, véanse las obras señaladas 
con los números (i), (9), (12) y (2I,\ así como la siguiente: Hada- 
MAiD (J.): La Si'rkde Taylor e( ton ¡.r^ongemens éné/ytifui, i vol. 8.* menor. 
Vol. 12 de U colección ¿euittia. París, 1901. 
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¿ún el teorema de Cauchy, desarrollable en una serie de po- 
tencias del binomio z — 3, de la íorma 

p^{z - ó) =*o+ ^(« - *) + - + ^»(* - *)* + ...; 

por con>ig\iicnte, en el área C* tenemos de la función /"(s) 
dos representaciones analíticas de forma distinta 

£1 círculo de convergencias de la serie P^(9 — b) es á lo 
menos C; pero puede ocurrir que sea de radio 

?{i esto ocurre designémosle por C,, y en tal caso, la se- 
rie P^ (z — b) que en el área kklm común á los círculos Cy Cg 
reprci$enta la función /{z)^ conserva un significado preciso y 
perfectamente determinado en la parte de drculo C^ no 
común con el C, pues sigue representando una iunción holo- ' 
moría en esta parte del plano; cuando esto sucede se dice 
que la serie P^ (í — i) da una prolofigacidn analitica de la se- 
ríe P\z — «), ó también, que la función /"(«), definida al prin* 
cipio en el interior del círculo Cpor la serie /^(« — a) ha 
sido prolongada analíticamente en la parte no común á los 
círculos Cy C,. De un modo general si se construye una 
.sucesión de series de la forma 

/>(i-«), />(«-*). /',(«-í),...A(«-/). 0) 

cada una de las cuales se deduce de la precedente, del mis- 
mo modo que la P^{z — b) se ha deducido de la P{íí — a), la 
última /^j(c — /) se dice que se ha deducido de la primera 
por medio de luia prolongación analitica. 

Para precisar la definición precedente vamos á demostrar 
el siguiente 

Teorema.— iSV una serie Pn(z — 1) se origina por prolonga- 
ción afialítica de otra^ P(z — a), esta última puede derivarse de 
la primera por una prolongación analitica. 



r 



% 
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Será sufíciente demostrar la proposición para dos series 
consecutivas P(z — a) y P^{z — b) de la sucesión (1). Si el 
círculo C, de convergencia de /*,(« — b) contiene en su inte- 
rior el centro a del círculo C de convergencia de P.(z — a\ 
la proposición es evidente. Si no lo contiene, observemos 
que la función /(z) es holomorfa en el área formada por la 
parte común de los círculos C y C,, y, por tanto, tomando 
en esta área un punto a'^ la función /{z) será desarrollable 
en una serie dé potencias de 5 — a' cuyo círculo de conver- 
gencia tenga un radio igual d lo tnófios á la mínima distancia 
de a* al contorno: es evidente, que podemos tornar sobre la 
línea que une a con b una serie ñnita de puntos a\ a*\ ... a(n> 
tales que los círculos de convergencia correspondientes C\ 
C*\ ... C(n} tengan cada uno su centro en el interior del 
drculo anterior, y tal, que a\ esté en el interior de C^^ y a 
en el interior de Ci»), y entonces la sucesión 

conduce por prolongación analítica de /*,(« — ¿) á P{si — á) 
conio se quería demostrar. 



.^ví 



CAPITULO IX 



A .- 



opied.aLd.e8 de lata fvLZicioziee 
lioloixiorfaLa y ixieroixiorfcLa. 



S9« Tborbma l,^C/na función mauodrama y monogcna 
€H toda la extensión del plano, se hace necesariamenU infinita 
para uh valor finito ó infinito de su variable, . 

En efecto, de la expresión 



/w 



1 /> f(z)dz 
2w J- % — a • 



se deduce /'(a) 



1 f /W^< 



si tomamos por contorno de integración una circunferencia 
de radio r y centro a, y hacemos 



fA 



z^a^= rí>», 



dz =r ri4¥d\ 



se deduce 






6 sea 



2-'/'(«) 



•r 



f{a + reB*)e''é<d^. 



Si designamos por ^ el valor máximo del módulo de 
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/(a + r^*), se tiene 

niln 
2r.r. \/\a) I < 1 Md^, = 2jcM 

ó, lo que es igual, 

, Aí>r.\/\a)\. 

Se puede suponer siempre | /'{a) \ z^ O, pues si | /*(a) \ =0 
para cualquier valor de a^ /{z) sería una constante; y como r 
puede ser mayor que cualquier número dado, si | f(z) | no es 
inñnito para un valor fínito de z^ lo será para uno infínito. 

Corolario /. — Una f tuición monodroma y monogena en toda 
la extensión del plano^ se hace mcesariamente nula para un 
valor finito ó infinito de su variable. 

Pues siy(5) no se hiciese nula, la función — /que tam- 

bien es monodroma y monogena, no se haría infínita, lo cual 
no es posible. 

Corolario IL — Una función monodroma y moftogena en toda 
la extensión del plano ^ adquiere todos los valores posibles. 

En efecto, la función /*(£) tiene que adquirir un cierto va- 
lor arbitrario ^, porque la función /"(a) — A toma necesaria- 
mente el valor cero. . 

60« Punciones holomorfas*— Teorema II.— ¿/>m 
función holomorfa en toda la extetisión del platio^ y cuyo mó- 
dulo es constantemente inferior d un número finito y determi- 
nado^. se reduce d una constante. 

En efecto, una función U'-f(z) holomorfa en toda la ex- 
tensión del plano, es desarrollable en una serie absoluta y 
imiformemente convergente de la forma 

/(«) = «o + «i(- — «) + «•(- — «)• + ... + a^iz — a)« + ... , ( I ) 
cuyos coeñcientes vienen dados por la fórmula (n.® 59) 

_J_r _A^dz 
''•'"" 2jc/ Ja («-. 



*% 



(.-«) 



»•»•« 
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ó tea, haciendo z — a^ n^^ y, por Unto, ds »» rii^á% , 



^jf'/í^+^^^y-^^. 



en cuya expresión r es arbitrario. Si^sobre la drcuofereocia 
de radio r, el módulo úe/^s) permanece inferiora uo núme- 
ro finito Ai, el de a», que es 









tenderá hacia cero puesto que r puede suponerse tan gran- 
de como se quiera. Así que todos los coeficientes de )a se- 
rie (1), á partir del segundo, son nulos, y, por consiguiente, 
la función /(c) se reduce á la constante a^ 

Nota. — Esta proposición, que es fundamental en esta teo- 
ría, se debe á Liouvillc. 

Teorema IW,— (/na función kolomorfa en el interior de un 
área conexa, y todas sus derivadas, tío pueden anularse al mis- 
mo tiempo para un valor de la variable contenido en esta drea. 

En efecto, si /{z) y todas sus de- 
rivadas se anulan para z^=a (fig. 18), 
tracemos desde el j>unto a un círcu- 
lo de radio /*, bastante pequeño para 
que esté contenido por completo en 
el área C; sea x un punto contenido 
en el interior do este círculo, y 5, 
un punto de su circunferencia: en 
las hipótesis sentadas la fórmula de 
Taylor se reduce á 




Fig. 18. 



/( 



")"'"-("^) 



x^a \»4-l /(£,) 



«, — X 



siendo X el factor de Darboux. Como el punto e, está sobre 
la circunferencia |fi, — .a|^r>|;if-^a|, luego podrá 



/. 
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lomarse n suficientemente grande para que 






tenga un modulo tan pequeño como se quiera, y, por tanto, 
f{x) =0, es decir, que la función propuesta es nula en todo 
el interior del círculo de radio r. 

Vamos ahora á probar que si tal sucede será: nula también 
en toda el área C, Para ello, supongamos que la función 
es nula nada más que en una región de esta área, la.Z), por 
ejemplo, sin serlo en otra parte D* <lel área C. Sea b un pun- 
to de D' muy próximo á la línea de separación de las dos 
regiones, y tal que /{b) ijr 0: se puede suponer siempre que 
en la región D existe un punto a bastante próximo á b para 
que una circunferencia que tenga su centro en a y de radio 
algo superior á ab esté contenida en C\ según lo demos- 
trado, en el centro de esta circunferencia y en todo pun- 
to situado en el círculo que límita,y(A-) y sus derivadas son 
nulas, luego se tiene necesariamente f{b) = 0. Si un círculo 
de radio mayor que ab no estuviese contenido en el área C, 
se trazaría desde a un [círculo con radio cualquiera, despuós 
otro que tuviera como centro un punto a! del primero, de 
modo que a*b ^ ab^ y así sucesivamente hasta llegar á uno 
en cuyo interior estuviese contenido el punto b elegido. 

Teorema IV. — Una /tención holomorfa en el interior de un 
área simplemente conexa^ no puede ser constante en una parte 
{finita de esta área y ni aun d lo largo de u$ia curva y sin ser cons- 
tante en toda la extensión del área. 

En efecto, supongamos que la función f(i) pudiese tomar 
el valor constante A en una porción finita del área C\ la fun- 
ción f(¿) — -<4 y todas sus derivadas serán nulas en esta re- 
gión de C, y, por consiguiente, en uno de sus puntos, luego 
será nula en toda la extensión de C, y /"(s) será constante 
en toda esta área. 

Corolarios—Dos funciones holomorfas en el interior de un 
área, conexa^ ¿iguales en una porción finita de ella^ son iguales 
en toda la extensión del área, 

' Pues siendo nula su diferencia en una región finita de esta 
área, lo será tambión en toda la extensión de la misma. 
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Tborbma S ,^Si la fuHCián f(z) ts kolomorfaen el ¿nUricr 
de un área conexa C, y se anula para el valor z ■= a» siendo a 
un punió del drea C, f (z) es de la forma 

/i«)«(«-«r-?(»). 

siendo m un número finilo entero y positivo^ y f(z) una función 
que no es cero ni infinito para i s: a. 

Ea efecto, si a es un punto de ¿7, describiendo desde a 
como centro una circunferencia que esté contenida en C, 
para todo punto situado en el interior se tiene 

/(«) =/(a) +/'(«).(« - «) H- ... +/(->(«) ^'''T + 



* 



m\ 



^ ^^ ((•• + 1)! 



*•• 



Sea/(*")(a) la primera de las derivadas de f(jé) que no es 
cero para s «íb a, se tendrá 

/(») = (s_a)"|/<")(a).-¿-+ • 

-^_L^/(.-+ .)(«).(, _ «) 4. ...J « (, _ <i)«.9(,) 
haciendo 

* ^*) = ¿^'""("^ "*" (/«4-1;! /^'"•^'H'»)-(^ - «)+••• í 

la función íp(5) es continua, monodroma y monogena en el 
dominio del punto a, no es cero para « ass a, y tampoco es 
inñnita para este valor, pues entonces no se podría añrmar 
que /"(s) es cero para el referido valor. 

Nota. — £1 punto a se dice que es un cero de la función 
/*(«), .y .el orden m de la primera derivada de /"(«) que no se 
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anula para z^a, se dice que es su orden ó grado de multi^ 
flicidtíd. 

Corolario L — De la expresión /*(«) =s (« — a)*"<p(«) se de- 
duce 

/'(«) = m{z — a)»» - • . t^z) + (s — a)^ .y(«) =s 
ó sea 

/•(*) = (,-«)— '..X«), 

haciendo 

^(«) = m^z) + (5 — a)<p'(s) ; 

*\(z) es una función holomorfa en el árej^ dada» y que no se 
anula para z=:a\y de aquí se deduce que: un cero de grado 
m de una función^ es un cero degrado m — \ de su primera dC' 
rivada^ y, por tanto, del grado^ m — 2 de la segunda deriva* 
day etc. 

Corolario IL—Si lafwtción f(z) es holomorfa en el interior 
de un drea C, y se anula para los valores a,, a^* a,. ..., siendo 
í*i» «i» í^s» ••• puntos situados en el interior de C, f(z) serd de 
la forma 

f{z) = (s — íi,)»»i(s — «,)•»! (s — a^y^i ... <p(s), 

siendo m,, m,, m,, ... números finitos ^ enteros y positivos^ y f{z\ 
ufía función holomorfa que no es cero ni infinito para z = a,, 

En efecto, por ser a^ un cero de y(c) de grado m^ de mul- 
tiplicidad, se tendrá 

» 

/(s) se anula para 3 = a,, y como z — a, no es nula para este 
valor deberá serlo /jCs), y, por tanto, se tendrá 



y, como consecuencia , 

V 

repitiendo el mismo razonamiento se Uej^ará á la fórmula 
enunciada. 

Teorema VI. — Si una Jwuión es kohmpr/a em un área co^ 
Mixat cada una de sus raices es de grado entero y finito^ y su 
uúmero es limitado, 

S\f{%) es una función holomorfa en el área C,y at& una 
de sus raíces, se tiene (teor. V), 

/(s) = («_ar.9(s). 
siendo m un número entero y ñnito, y ^z) la serie 

absoluta y uniformemente convergente en el círculo de cen- 
tro ¿7 y de un radio tal que esté contenido en el área C. Si 
designamos por p el radio de este círculo, se puede deter- 
minar un número p, < Pt y tal, que para todos los valores 
de 2; — a cuyo módulo sea inferior á p^ el módulo del pri- 
mer termino de (p(¿) sea mayor que la suma de los módulos 
de todos los demás; y es evidente que el círculo descrito 
desde el punto a con radio p, no comprenderá ninguna raíz 
de la función 9(2), y, por consecuencia, no contendrá ningu- 
na raíz ác /{z) distinta de la z=^a. De aquí. resulta que el 
número de raíces dey(s) contenidas en el área C es limita- 
do ó fínito. 

Supongamos, en efecto, que esta área comprendiese un 
número infínito de raíces: dividámosla en un número ñnito de 
partes de un modo cualquiera; una de estas partes, á lo me- 
nos, Cp por ejemplo, contendrá un número inñnito de raí- 
ces; subdividamos C, en un número fínito de partes, y una 
de ellas, cuando menos, la C,, por ejemplo, comprenderá in- 
finitas raíces; continuando este razonamiento se formará una 
sucesión ilimitada de áreas C C*,, C*,, ..., cada vez más peque- 



ñas, comprendiendo cada una de ellas á todas las siguientes, 
y conteniendo una cualquiera un número inñnito de raíces 
de f(z). Como la división en partes de las áreas se puede rea- 
lizar de manera que todas las dimensiones del área C^ tien- 
dan hacia cero cuando n crece indefínidamente, es evidente 
que las áreas tienen por límites puntos determinados del 
plano que son ceros de f(i¿), entre ellos el a, por ejem- 
plo; pero entonces alrededor de a sería imposible descri- 
bir un círculo de centro a y radio fínito p, en cuyo inte- 
rior no existiese más raíz que la z^=ta^ contra lo antes de- 
mostrado. - 

61« Punciones meromorfas.— Teorema VIL— ¿//i¿i 
» función meromorfa en el interior de un área conexa^ y todas 
sus derivadas no pueden anularse al mismo tiempo para un va- 
lor de la variable contenido en estcL área, 

Seay(c) una función meromorfa en el interior del área co- 
nexa C(fig. 18). Consideremos un punto raíz a situado en el 
interior de C\ teniendo en cuenta la deñnición de continui- 
dad, será posible describir desde el punto a como centro un 
círculo tal, que en todos los puntos contenidos en su interior 
el módulo de la función sea menor que un número dado, y 
. este círculo no comprenderá ningún polo dey(í;). 

Supongamos ahora que en el punto a la función y todas 
sus derivadas sean nulas: desde el punto a como centro y 
con un radio igual ó menor que la distancia de a al polo más 
jíróximo de/*(c), el «» por ejemplo, describamos un círculo 
contenido en el área C\ como la iiinción /"(s) es holomorfa 
en el interior de ese círculo, será nula en toda su extensión 
(teorema III). Si el radio del círculo trazado es igual á la dis- 
tancia ax, se tendría un punto raíz tan próximo al punto a 
como se quisiese, lo cual no es posible por la continuidad de 
la función. Si el radio es más pequeño que esta distancia^ 
desde un punto cC interior al círculo y con un radio igual ó 
menor que a*% describiremos un segundo círculo compren- 
dido en el área C, y para el cual repetiríamos el razonamiéa- 
to anterior; y avanzando así, poco á poco, se llegaría siempre 
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¿ tener un punto raíz tan próximo al polo « como se quisie*. 
sc, lo cu«'il no es poHible. 

Teorema VIH. —6/ una función €s meromcrfa in el inUrior- 
de UH drea conexa^ cada una de las raices y de hs polos catUC' 
ti: dos en esta drea son de grado intero y finito^ y su numero es 
limitado, 

C(»nscrvaD(to Ins notaciones empleadas en los teoremas 
anteriores, sea a un punto raíz de f{b) situado en el interior 
del área C\ des<lc el punto a como centro, con un radio f, 
igual ó menor que la distancia de a al polo más próxinio, 
<le»>cribamos un círculo contenido en el área C; la función 
f{z) sorá holomorfa en esc círculo, y no pudiendo ser nulas 
tocias suH derivadas en el punto a, la raíz a es de un grado 
entero y finito m, que es el orden de la primera derivada de, 
/{z) que no se hace cero para 5 s=r a, luego se tendrá 

/(5)-"= (5 — «)"•.?(«). 

siendo 0(2) una función holomorfa en el círculo de radio p, 
que no se anula para «s=ra» y meromorfa en el resto del' 
área Ccon los mismos polos y los mismos ceros que /*(«), á 
excepción del cero a. 

Se podrá determinar un número p, < ,0, y tal, que el círcu- 
lo descrito desde el punto a como centro con el radio p| no 
contenga ninjrún cero de 9(5), y en seguida se demostrará,' 
como anteriormente (teor. III), que el número de raíces de 
/{z) contenidas en el área C es limitado. 

Consideremos ahora la función — , que es meromorfa 

vxi el área C, como la/*(5), y que admite como raíces los po- 
los de (3sta, y al contrarío. Sea a un polo de /{z\ este punto 

es ana raíz de ■, que será de grado entero y ñnito, ja, 

por ejemplo, y se tiene 






HA 
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siendo ^^{^) una función meromorfa en el área C, que no ev 
cero ni inñnito para c sr «. De la expresión anterior se de- 
duce 

siendo ^{z) una función también mefomoría en el área C, y 
que no es cero ni infínito para z=sol. 

Como la función — - — sólo admite un número limitado de 

ceros en el área C, la/*(£;) no admitirá más que un número 
ñnito y limitado de polos en esta misma área. 

Nota.'-El exponente ,a se llama orden ó grado de muítipli» 
cidad del polo a. 

Corolario L — De la expresión 

He deduce 

/(s) = (»- «)-M.|'(-)_,,(s_.)-."-...Xs)=i 

(a_«)-M-.[(a-.)^'(>).-l>-W]= /. J1)U. ' 

haciendo 

X(s) = (s-«).f(s)-(i.^ís); 

la función >.(x;) es meromorfa en el área C y no se anuía ni 
hace infinita para 5 = a; luego, un polo degrado [a de una fun- 
ción meromorfa es polo de grado [a + 1 de su primera deriva* 
da, y, por tanto, del grado |x -|- 2 déla segunda^ etc. 

Corolario IL — Si la función f (z) es meromorfa en el inte- 
rior de un drea cotiexa Cy admite los polos «,, of,, «5» •••» J/Vw- 
^<f >it 'flf «3t »" puntos situados en el interior de C, f(z) serd de ia 
forma 
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siendo (Xp (4, (a,, ... números Jiniios^ enteros y fositívos^ y 9(2) 
una función que no es nula ni infinita para i ^b «,, o,, o^ ... 

\^ demostración de esta proposición es idéntica á la del 
corolario II tlcl teorema V. 

Corolario II L — i5V f (x) es una función meromorfa en un área 
conexa C, y admite en ella los ceros a^ a^ ... con ¡os grados 
m^, m,, ..., de multiplicidad^ y los polos a,, «,, ... con los grados 
de multiplicidad [a,, (i,, ..., f (z) puede ponerse' bajo la forma 

(s — «4)í*i(» — «,)»*• ... 
representando <p(z) »»a función qtu no es cero ni infinito para 

Tborema IX. — (Jnafufición f(z) meromorfa en un drea co^ 
nexa^ es igual d una fracción racional mds una función kolo^ 
morfa en la misma drea. 

La función f(z) admitirá en el área propuesta un número 
fínito de polos a,, «,, ... con los grados (a,, fi,, ... de multipli- 
cidad, y en virtud del teorema precedente, se tendrá 

siendo 9(2) una función holonioría en el dominio del punto 
«p se podrá desarrollar en una serie ordenada según las po- 
tencias enteras y positivas de z — «p serie absoluta y uni- 
formemente convergente en un círculo de centro «^ y radio 
tan pequeño como queramos, y se tendrá ^ 

representando f¿i) una función holomorfa en el círculo de 
convergencia. De aquí ¿e deduce 

II 



% * 

V 



V 



N 



< 



I 



La función f¿z) así defínída, es meromorfa en el área 
dada, y admite los mismos polos que /{si) , á* excepción del 
5 = «,. Por tanto, se tendrá 

en cuya expresión 9,(5) representa una función holomorfa 
en el dominio del punto ¿ = «,; desarrollándola en serie, se 
tiene 

/•(-)•(- — «t)"«. . " 

siendo f¿z) holomorfa en el círculo de convergencia. De aquí 
se deduce 



La función /¿z) así definida es meromorfa en el área pro- 
puesta y admite los mismos polos que /(z\ á excepción de 
los 5 = a, ,¿ = a,. Continuando de esta manera se llega á 

una función /^{z) holomorfa en toda el área dada, y se tiene 

• ■ 

+ 

+ ; 

-t-y„(=) 

expresión que demuestra el teorema enunciado. 

Obstrvacián I. — La función «p(«) no se anula para £=:«,, 
1 liego Ajx 4^ O, y lo mismo les pasa á B^., i ...; pero todos los 
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demás cocñcientes i4u| - 1 * ••• -^i t ^Mt - 1 » ••• ^i » ••• pueden ser 
cero. 

Observación IL — Según ya sabemos (n.^ 60, teor. I), los 
cocñcientes A^^ B^^ ... son los residuos de la función /*(«) to- 
mados alrededor de los puntos a^, «,, ... respectivamente. 

62I. Propiedades generales.— Teorema X.— C/>ra 
función moHodroma y monogena, que no es infinita mds que 

para z = co , sin ser indeterminada^ es una función entera^ 

1 
En efecto, sea f{íi) la función dada; hagamos % s -^r^ 1a 

v 

función se convertirá en 



/W=/(-^) =?(«') 



La función ^{d) se hace inñnita para z' = O, sin ser indeter- 
minada; luego, en virtud del teorema IX (n.® 61), se la pue- 
de poner bajo la forma ' 

en la cual ^n, i4„. , , ... A^ son números constantes. La fun- 
ción <¡»(s') no es infinita para ningún valor de¿', luego es una 
•constante que podemos representar por ^4^^, y, pof tanto, 

1 

y por ser z = — , 

como se quería demostrar 

Corolario*-^ Una función monodroma y monogena^ que en 
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toda la extensión del plano no admite más que un número limi- 
tado de infinitos y es una fracción racional. 

Pues si los infínitos de f{z) son a,, «,, ... esta función pue- 
de ponerse bajo la forma (\) dada en el teorema anterior, y 
en ella /fi(z) no ser áinfínita más que para el valor « = oo 
luego es una función entera. 

Teorema XI. — Si una función í{z) es meromcrfa en el intC" 
rior de un área conexa C, la integral 



TíSA"^'- 



tomada sobre el contornó del drea^ es igtial d la suma de los re- 
siduos de la función relativos d los polos situados en el interior 
del drea. 

En efecto, si «,, «,, ... a^ designan los polos de f{¿) conte- 
nidos en el interior del área C, y alrededor de cada uno de 
estos puntos se trazan círculos de radios infínitamente pe- 
queños, se tiene (n.^ 47, cor. III) 



Je ~ iXii + Jflt, + •" + iXt«' 



ahora bien, el valor de cada una-de las integrales del segun- 
do miembro de esta expresión no es más que el residuo de 
la función respecto al polo correspondiente multiplicado 
por 2;:/; luego la proposición queda demostrada. 
Nota, — Según lo antes explicado fn.® 61), se tiene 



1 



+-r-^í^ + ...+ ^' 



(z — a,)^i « — a, 

+ ...+ 






- I6s- 



■ J 



y, por consiguieote, 



J-T J¡/(«y« = A + ^. + ... + /r,. 



3ni 



Tborbma XII. — Si f (z) es tana funcián monodroma y mono* 
genüy sin pufitos criticas esenciales:, en el interior de un drea 
simplemente conexa C, que posee en su interior lot ceros a^, a,, ..., 
con los grados de multiplicidad m,, m^ , ... , respectioamenU; y 
los infinitos a,, o,, ... con los grados de multiplicidad ja^, (<,, ... ; 
y F(z) es una función holomorfa en el interior do la misma 
dreOt vamos d demostrar que 



,1 • 



./ 



i X ^^*^ • 7^ * " ^'"*^^''*^ ~ ^''*^^**> • 



tomando la integral d lo largo de un contomo interior al drea 
y tan poco distante del de ¿sta como podamos desear* 

En efecto, por tener /"(s) los ceros y polos que se citan en 
el enunciado, se podr^Tponer bajo la forma 

(.-a.)'».(,-^0.4. 
^^^ (*-..)".(«-.,)M.... ^'' 

siendo (p(s) una función que no es cero ni infínito para nía- 
gún punto del interior del área, y, por consecuencia, una 
función holomorfa en ella. Tomando la derivada logarítmica 
de los dos miembros de la expresión anterior, se tiene 



/'W 



=2 



^A 



—2 



^k 



+ 



?'W 



f{z) « — «A « — «* ?(«) ' 

* 

multiplicando los dos miembros de esta expresión por 



. / 



\ . 



2« 



7. >■(«)*, 



,♦ 1 
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* 

é integrando á lo largo del contorno á que hemos hecho re- 
ferencia, quedará 






observando ahora que 

F(z]dz 



X 



^2rJ/í{a), 



Fe « 
y que por ser (^'(z) una función fínita 

de ?W ^ ' 

s^ tiene fínalmente 



¿X^<^) 



n^) 



dz = ^m^F{a¡^ — Síí*/^»*) . (2) 



como se quería demostrar. 

Nata* — Elste teorema, debido á Cauchy, es de la mayor im- 
portancia. 

Corolario /.—Si el área C contiene un solb cero de /*(s)> 
el a^ y ningún infínito, se tendrá 



\T^i Je 



2^Jc''^^^^* = ''^''^' 



y si en esta expresión se supone /l(á;)= «, se reduce á 

1 W dz=^a, 
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fórmula que permite reemplazar el cálculo de una raíz de 
fi^z) por el de una integral dcñnida guando la rafs está ya 
reparada. 

Corolario ILSx en la fórmula (3) se hace F{^ ss l, se 
tiene 

lo que nos dice que: el número de ceros disminuido en el nú' 
mero de infiniios de ufia fwuión monodroma y monogena con* 
tenidos en el interior de un drea C, en atyo interior la función 
no tietu pwUos critico s esenciales^ es igual día integral 



■¿X^-'^'^^')^' 



tomada d lo largo de C, siempre que un cero ó un infinito di 
orden k de multiplicidad se cuente como k ceros ó como k in- 
finitos. 

La integral que ñgura en el primer miembro de la fórmu- 
la (3) toma el nombre de indicador 'logarítmico de Cauchy. 

Corolario IlL — Tratemos de evaluar la integral (8), y i>ara 
ello recordemos que la integral indefíoida es 



/ 



•^('^ rfs ==/.[/(*)], 



y que si iiaccmos f(¿) = p^5*, se tiene 

A(/W)) = /.p + (o + 3*«)/, 

y, por consiguiente, 

JD . /[/(*)] =/Z)[/p + (O + 2*n)i] . 

Cuando la variable z parte de un punto del contorno de C 
para recorrerlo en sentido directo, parte con un valor del 
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módulo pi y uno del argumeoto O,, y cuando vuelve al punto 
de partída el valor de p es p,, pero el de O es un valor Q^ que 
difiere de O, en ^j:i\ siendo k un número entero positivo ó 
negativo, luego el valor de la integral definida será 

¿j;/>./[/(«)]=.¿,«^-o.)=*. 

luego podemos decir: pu el número de ceros de una ftmcidn 
monodromay monogena contenidos en el interior de un drea^ 
que no contiene puntos criticos esenciales^ disminuido en el nú-- 
mero de sus infinitos t es igual d la variación qtu experimenta 
el argumento de esta Junción aumdo su variable recorre por . 
completo el contorno del drea en sentido directo^ dividida por 3n, 
Nota, — Según lo dicho en teoremas anteriores, cualquiera 
que sea el valor de una función f{¿) en un punto a situado 
en el interior de un área en la cual es monodroma y mono* 
gena, existe siempre un número entero n^ positivo, negati- 
vo ó nulo, tal que el cociente 



(z — aY 



no es nulo ni infinito para él valor z^=ia\ este número ente- 
ro II es lo que se llama el orden 6 el Índice de la función en 
el punto a. Si la función dada no es cero ni infinito en el 
punto tf, el índice es cero; si/(s) se anuli para £ «a a, el ín- 
dice es un número positivo, y si se hace infinita el índice es 
un número negativo. 

De la fórmula (8) se deduce que: el indicador logarítmico 
de una función mottodroma y motiogctta en el interior de un 
drea, es igual d la suma de los índices de esta función. 

Aplicación, — Determinación del número de raices de una 
easación algébrica racional y entera. — Sea la ecuación 

/(«) == c* + a^z^' « + fl^- »4- ... -t- <ím — O ; 
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legÜQ lo dicho eo los párrafos anteriores, la integral 






m 

dará el oúmcro de raíces contenidas en el interior de un 
área C, puesto que/'(2) no atiene ningún polo á dbtancia fini- 
ta, y obtendremos el número total de rafees de la ecuadón 
si tomamos por contorno de integración una drcuníerencia 
de radio infinito. Como se tiene 



J!?-(i-^-...UJ2-(i+.) 

z \ mz / « 



siendo 1 una cantidad infinitamente pequeña para « as oo , la 
integral se convierte en 

^rJ Je /(«) ^ "" Sni Je « 2j:i Je « 



# 



Haciendo z = reS^, dz = ne^^dO^ el valor de la primera in- 
tegral es 

1 n mdz m f*^K rie^^d^ 

2ni Je z 2ni Jo re^^ 



y el de la segunda es cero por ser | i | ■- O para « ssa 00 ; 'lue- 
go se tiene finalmente para el número de raíces 



-r 



•^^^^ dz^m. 



2niJc Az) 

X 

Tborbma 'KXli,— Si dos funciones monodromas y monogenas 
en ioda la exttnsión del plano, admiten los mismos ceros y los 






I ' 



mí. a. . \ m .. . ^ t . • ♦ 



» 



mismos infinitos^ cada wio de ellos con igtiales grados de mul- 
tiplicidad^ su razón es wm función holomorfa enloda la exten- 
sión delplatto; y si además^ el módulo de la razón permanece 
inferior d una cantidad d éter mtpiada^ esta razón es una cons- 
tante* ' "* I 

Sean, en efecto, las dos funciones f(5) y F{z); al admitir 
los mismos ceros y los mismos infínitos, con igual grado de 
multiplicidad, podrán ponerse bajo la forma 

siendo (^{z) y ^z) dos funciones holomorfas en todo el plano, y 
que no son cero ni infínito para los valores a,, a„ ...a,, a,, ... : 
de aqui se deduce 



razón que es holomorfa en todo el plano. Si además se tiene 



m 



<M, 



í. 

I infiptita. 



representando J/un número finito, el teorema de Liouville 
nos demuestra que esta razón es una constante. 

Teorema XIV. — [/na función monogena^ qiu admite m va- 
lores para cada valor de su variable^ se hace necesariamente 



Designemos por u^yU^, ... //,» los valores que toma la fun- 
1 ción u =f{z) para un cierto valor de «. Consideremos una 

I función simétrica de estas m cantidades, por ejemplo, su suma 



u^ + ^t-^r ••• "t~ ^ 



m* 



cada una de estas funciones es monodroma y do tiene más 
que un número limitado de infínitos, luego es una fracción 
racional en z. La función u satisface, por consiguiente, á una 
ecuación algébrica del grado m, cuyos coeficientes son frac- 
ciones racionales en z. Además, esta ecuación es irreducible, 
porque si la función // satisfaciera á una ecuación de grado 
inferior, no podría tener m valores. 

• Corolario. — Una función definida por una ecuación: algdbri" 
ca irreducible del grado m, toma m valores para cada valor de 
la variable. 



1- 

Cuando la variable z describe un contorno cerrado, los va- . ) 

lores anteriores de la función se permutan unos por otros * ; 

según una cierta ley, pero la función simétrica no altera. Esta ^ 

función es, por tanto, monodroma, y como debe hacerse in- 
finita (tcor. I), es necesario que uno de los términos de la 
suma sea infinito. ^ 

Tborbma XV.— Una fundó fi monogena^ qtu tiene m valores '» 

pcura cada valor de la variable, y que no admite mds que un nu- 
mero limitado de infinitos, es raíz de una ecitación algébrica. 

Representemos como antes por f/,, u^ ... u^ los m valores 
de iiBay(¿), y consideremos las funciones simétricas 



'•i 









CAPITULO X 

Series d.e I^SLgrsiiige, Kotirier 

y BtinxiSLnn. 



63« Serie de Lagrange.—'SV f(z)> <p(z) son dos fun- 
ciones holomorfas en el interior de un cotí torno L; x es un pun- 
to interior d este contorno^ y a una constante suficientemente 
pequeña para que ¡a cotidicio'n 



Z — X 



<1. 



est¿ satisfeclia para todos los puntos del cotitorno L: vamos d 
demostrar que la ecuación 

s~**-a./(5) = 0, (1) 

admite una raíz única a en el interior del contomo ^ y que 9 (a) 
estard dada por la serie coftvergente (♦) 

p(a) = 9(*) + «A*) . ?'(*) + - + ~ ' -^ZT [ A*)". ?'(*)] + •" (1) 



(*) Etta »er¡e la dio á conocer L4igrange en una Memoria presentada á 
la Academia de Ciencias de Berlín con el titulo: Nouyeiit m/tihJt pour r^ 
Mudf* ia ¿quationt litiraUi par Ar moytn da seria, 1770. Esta Memoria está re- 
producida en. el tomo 111 de las (EMvrn de Lagréngt, París, 1869. 
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Para demostrar esta proposición, conskieremos la intej^l 



9t 






en la cual i¡>(s) es una función cualquiera, pero continua y 
mcmodroma en el interior del contomo L, Por las hipótesis 
admitidas, se tiene 

1 1 «/(g) «**/[«)* 
777 = 1-"7 T+ — + "7 x-^t — \-^i (3) 



designando por R la expresión 



/^» 



ti»-h«/(s)i»-i-i 



(Z^ XY-^' {Z — X^9f{z)\ 



«*+'/■(«)*■♦"' 



Multiplicando por ^(z)dz los dos miembros de la expre- 
sión (8) é integrando á lo largo de Z, se obtiene 



^(z)dz 



V 






(í - X) 

y en virtud de la fórmula 

F{z)dz 



Jf* F(z)dz 2rJ , , , 






(5 — ^) 

(n.® 60, teor. IV), se obtiene fínalmente 



4- 
(4) 



I . • » 






; • 



* ' 
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Si n crece indefinidamente, la serie (4) es convergente 
porque el módulo de jC /?|(c)</5 tiende hada cero; en efec- 
to, si J/ es el valor máximo del módulo de ^^**^ , y u el 

_, I d/iz) i ^ , , , , 

de — i-í-i- a lo lartio de Zi se tiene 

^t;»(«)¿fc< I JI/.J- ds<MJ- .J, • (6) 

L Jl 1 — - i* " ^ — I^ 

designando por s la longitud del contorno; pero como (x< 1 
la expresión (b) tiende hacia cero para »= oo . 

Hagamos en particular ^(z) == <p(fi) — 9f^{z)f\z) , de don- 
de ^{x) = 9(.v) — «^(-v) .y'(A*), y sustituyendo en la expre- 
sión (4) se obtendrá 

Ahora bien, el coeficiente de a** en esta expresión es evi- 
dentemente , 

I ¿/'* 1 </«-' 



I • ■ • a . 



í 



— 175 — 
luego hc Urnc 






• 



■ I 






Lh'i fórmuln (0) o.h verdadera, cualquiera que sea ^(x), siem- 
¡>rc que sen continua y monodroma; luego se podrá hacer 
^z) «= <pCv) =5 1 , y, por tanto, <p'(.v) =■ O, llevando esta hipóte- 
sis á la fórmula nos da ^ .. 

y como 1 — «/'(«) c» la derivada de 5 — ¿c — «/(«)i el primer 
miembro de esta ecuación representa, según sabemos (nú- 
mero 62), el número de raíces de la ecuación 

r 

i — a; — ot/{s) = O 

• 

contcnidaíj en el iiilcrior del contorno L; luego queda de- 
mostrado que no existe más que una. Para demostrar la se- 
gunda ¡)artc de la proposición, será suficiente probar que si 
designamos por a esta raíz, se tiene 

1 /• 1 — «/'(2) 

2;;/ Jx^^ ^ s — a; — «/(«) ^ ' 

Para conseguirlo, observemos que, siendo a el único polo 
de la función que hay que integrar, esta integral será igual 
al residuo de la función para z=:a, y este residuo es fácil 
de determinar. En efecto, por las hipótesis hechas, se tiene 

9(5) = (p(«) + (5 -ay («) + ..., (8) 
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1— «/'(;8) . 

y como, por otra parte, ' , , tiene por residuo 1 

z — x — af^z) 

(fórmula 7), su desarrollo en serie será de la forma 

multiplicando las dos expresiones (8) y (0), su producto será 
de la forma 



Z'-a 



+ B^ + fí,{z-a) + ,.., 



y su residuo será 9(4); luego queda demostrada la proposi- 
ción y obtenida la serie de Lagrange. 

Aplicación, — Como ejemplo se puede tomar la ecuación del 
problema de Keplero 

//^ 7*-(-^>sen.», 

en la cual T representa la anomalía media de un planeta, u 
la anomalía excéntrica y ^ la excentricidad de su órbita. Ha* 
ciendo en la fórmula (2) 

5=«, «oe^, /(«)=ssen.«, ATsfc y, ^fi)aaB«, 

se obtiene 

■ ' «t ' 

/== r4- — sen. 7+ -^Z>.sen.* r+ ... + -i- ^'''''>-sen.»r4- ...; 
1! *• ^' 

y reemplazando las potencias de sen» T por sus valores, y 
verifícando operaciones, se tiene 

=» 7+^. sen. r+ — sen.27'4- -^ . -A" [3«.sen. 87*— 8sen. 7*}+ 

^ 1 

— .~-[4».sen.4r— 4.2»sen:27]4-.. 
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64. Serle de Pourler.^-S/ en la parte defUuto cam- 
priudido entre dos rutas paralelas^ una f uncían es kolomct/a 
y admite un periodo w, cttyo arpunmto es igual al de leu rec^ 
tas, estafuncián es desarrotlahU en una serte ordenada s^^ 

2mi 

l€u potencias enteras^ positivas y negativaSt ate c ^ ,y eonver^ 
gente en esta banda. 
En efecto, hagamos 



, j 



. j 






2^ ti 2^ ti 

•• «=/. t==re^, óseñ e •» «= /•€•*, 



se tiene inmediatamente 









w./r cüO 
2rJ Ük 



ita.lr ci>0 

""255 '""íR 



. I 



Si hacemos variar O de O á 2}c, es decir, si / describe una 
circunferencia (ñg. 10) que tenga por centro el origen, la^a* 



-•I 





t 

■ I 



Fig. 19. 



li 



riable z describe una recta A A' limitada cuyos extremos co* 
rresponden á los valores 



ioi.lr 
27: 



ib). Ir \ 
2r. 



12 






r- 
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Si O varín en seguida de 2?; á 47c, es decir, si / describe otra 
vez la misma circunferencia, la variable z describe una se- 
gunda recta A' A" de longitud igual á AA' y colocada sobre 
su prolongación; y así continuaríamos: estos segmentos de 
recta forman la recta indefinida BC, Supongamos ahora que 
r varía de r^ á /*,; el punto A describirá sobre la recta per- 
pendicular á BQ trazada desde el origen un segmento A^A^, 
cuyos extremos corresponden á los valores 



/ tü . ¡r^ 



ib} , Ir, 



2n vj: 

y la recta fíC^ movi(5ndose paralelamente á sí misma , irá de 
la posición B^^ Cq á la B^ C, . Así que, á la parte del plano (/), 
comprendida en la corona /*„r,, corresponderá la parte del 
plano (fi) comprendido en la banda Bq Cq B^C^, 

Sea n=/(z) una función de z holomorfa en la banda 
B^Cf^B^C^^ y que admite el período w, es decir, tal que 

.y(í;-+-ü>) s=ry(s). Si concebimos la banda dividida en rectán- 
gulos iguales al AqA'qA¡A\, la función tomará los mismos 

. valores en los puntos homólogos de estos diversos rectángu- 
los. A un valor de / corresponden una inñnidad de valores 
de z de la forma z + wo>, siendo m un número entero posi- 
tivo ó negativo, y. por consiguiente, un solo valor de u; por 
tanto, u =/*(5) puede mirarse como una función holomorfa 
de / en la corona comprendida entre las circunferencias r^ y 
r, ; luego en virtud del teorema de Lhurent, se tendrá 

serie ordenada según las potencias enteras, positivas y ne- 
gajtivaSf de /, y convergente en la corona r^ r, , reemplazan- 
t\o t por SU valor, se tiene » 
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serie convergente en la banda B^ C^ B^ Cg . Los coeñdeotes 
dr las* heríes (I) y (S) están dados por la fórmula 



¿z/-^- 



/H»+*).iír, 



integral relativa á una circunferencia intermedia entre las 
r^ y r,; cambiando de variable, se tiene , 



2ll1Ct< 



= — i III. ( 

UraJ 



— ¡ u.e « .ds. 



Sustituyendo este valor en la serie (2), reemplazando la 
variable de integración por a para evitar confusiones y ob« 
s»ervando que á la integral á lo largo de una circunferencia 
de la corona corresponda la integral á lo largo de una r^- 
ta / de longitud a>, se tiene 



+ » 1 






2nni 

^00 W 



JT/W.^a.i 



Reemplazando en esta ex]>resión las exjMmehciales por 
senos y cosenos, se obtiene 

"♦"* Ir r 2t<R , 2«R , ,1 

[x;)= 2 l/(«).</a COS. (: — a) -f/.sen. (s — a)|. 



.4 
» 



■ ] 



I 
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expresión que desarrollada nos da 

« 

/ W = —J^ /(«y« ••• + ¡ COS. — («-«)- «sen. -^ (s -«) j 

^ , ■ • ■ 

4- 1 + ! COS. — (z — a) + isen. \« — «} \ + ... I 

1 /» r 2í^ ^'^K , "] 

I /(«).</« 1 + 2cos. — (s — a)4-2co5. u--a)-+-... 

1 /• r 00 2«J5 , T 

que es i];ia de las seríes de Fourier. 

65. Serie de Burmann.— Supongamos que la fun- 
ción 0(2;) es. holomoria en el interior de un contorno cerrado 
(7, y que no tiene más que una raíz en el interior de este 
contorno: sea x un número poco diferente dé esta raíz, es 
decir, supongamos que 0(a*) no tiene un módulo muy grande, . 
se podrá suponer que á lo largo de este contorno la con- 
dición 

I 0(5)1 > I 0(^)1, (1) , 

queda siempre satisfecha; en resumen, que suponemos: 1.^, 
en el interior del contorno C*,0(») es holomorfa; 2.®, no tiene 
en el interior de C más que un solo cero; 3.®, estando x en 
el interior de (7, la desigualdad (1) se veriñca para todos los 
valores de z situados sobre este contorno. Y vamos á demos- 
trar, que si/{z) es una función holomorfa en el interior de 
C, se la podrá desarrollar' en una serie ordenada según las 
potencias ascendentes de 0(^). 
£n efecto, sea Nc\ número de raíces de la ecuación 

0(«)-.0(jf) = oV _ 

contenidas enr el con tomo C, una de las cuales es ^» se 
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tendrá 



awJc •(«)-e(*) • 

pero en virtud de U desigualdad (I) esta integral se podrá 
desarrollar como sigue 

a»/ [Je 0(«) "^Je 0(.)« ■^•••J- 

Un término cualquiera del segundo miembro, á excepción 
^ del primero, es de la forma 

^")^" r \ 1-0; 

2rJ I —(«-l)0(«)*-« Je 

y como el primero expresa el número de raices de Ofs) ss O 
contenidas en el interior del con tomo C, se tiene A^s: 1; 
luego 

^ ~" "aí7 Je "1(¡) 
En virtud de un teorema de Cauchy (n.® 62), se tiene 

Si en el interior del contorno C, 0(5) =0 tuviese a raíces, 
la ecuación 0(2) — 0(a:) = O tendría también a, y si las desig- 
násemos por ác,, x^, x^, ... , el primer miembro de la expre- 
sión (2) sería, según el teorema citado, 

Esto sentado, puesto que se*supone que á lo largo del con- 
tomo C se verifica la igualdad (1), la integral (2) se podrá 



desarrollar en serie como sigue 



'<'>"X^|r-']- 

Tomando una cualquiera de las integrales, é integrando 
por partes, se tiene 

J 0(5)»» +« - .-.j «0(2;»». "« J (i{z)^ ' 

si hacemos 0(s)?=(s — a)S{z)t se tiene, llamando a la raíz de 
0(5) contenida en C 

n Azmz)dz __ Az) 1 p /^(gyg 

é integrandt) á lo largo del contorno C el primer término s6 

anula, y el segundo es el residuo de la funden , /'^j 
para s = <i, o sea ^ / \ / 

2rJJc 0(3)»»+ • «! </a»»-« L ®W* J V 

y, por consiguiente, la expresión (ft) se convierte en 

(;(*)» rf»-i [• /'(a) ~{ , ,.. 

que es la serie de Burmann \*). 



(*) £1 distinguido matemático portugués Dr. Gomes Teixeira ha dado 
una muy útil é interesante generalización de la serie de Burmann, Véase 
TVfXMTtf (i I) y páginas 90 y siguientes. 



Sola /—El resto R tiene U fomuí 

• . . • • • 

si llamamos .t/ el valor máximo del módulo de •' ^ ^ ^ ' 



«(«)-•(*) ' 



'^'''¿X^^"*"""'"- 



3;: ' 



w 

I 

cantidad que tiende hacia cero al crecer m indeñnidamente* 
Nota ¡L — La fórmula de Burmann contiene como caso par- 
ticular la de Taylor. £n efecto, haciendo en ella 6(«) ss « — n, 
ó sea, B(£) ss 1 , y tomando como contomo de integradón 
una circunferencia de radio r y centro a, la fórmula (4) se 
convierte en 






Nota líL — Si en la fórmula de Burmann se hace 



5 — a 

0W = 



se obtiene 

X' — a 



1 (« — a? </ 



• 



\ ... 



í 



Kx\ » 

y |A al de la fracción r^-- < 1, se tiene, designanflo por / 

la lonj^tud del contomo C, ^ i 






;i 



r 
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A- — a 
y en esta se hace — 7-;^ — sae a, se halla 

que es la fórmula de Lagrange estudiada cq un párrafo an- 
terior (n.® 63). 

Ejemplo, — Desarrollara por las potencias de yv^ , sien- 
do ¿i y ^ dos constantes. Haciendo 

Ha) 
0(.v) = A-^, /(«)«/i#^ tf«0, 0(«)«-i^ = (^^^ 

z 



se obtiene inmediatamente 



AT» .. A-*» 



CAPITULO XI 



Pvintos críticos esencisiles. 



66* Preliminar*— En la imposibilidad de reasumir en 
p<Kas páginas la teoría dada por Weierstrass de las funcio- 
nes á que dio el nombre de trascendentes enteras, que son 
las funciones uniformes y monogenas que no son holomor- 
fas ni meromori.is, vamos á agrupar en este capítulo algunas 
de sus más importantes propiedades, remitiendo al lector, 
para el estudio de esta teoría, á las obras de Bianchi y Pin- 
chcrle, y muy especialmente á la de Forsyth, en las que la 
materia está tratada magi^tralmente. 

67* Punciones resuiares.— Hemos dicho anterior- 
mente (n.** 63) que una función /{z) se dice que es regular 
en el dominio del punto s^,, si puede desarrollai*se en serie 
convergente ordenada por las potencias positivas del bino- 
mio z — Zf^, serie de la forma 



/W 



¡0+ ^1 (^ — -o) + ... + «n(« — ¿o)* + - 



Las funciones regulares poseen algunas interesantes pro- 
piedades, de las cuales vamos á necesitar las que siguen. 

Teorema I. — La suma, o' diferencia, de dos funciones uní' 
formes, regulares en todos los puntos de un drea A, es una fun- 
ción regular en la misma drea. 

Pues si f(ji) y 9(2) son las dos funciones dadas, de 

f(z) = ^a^(z - «)« , <p(£f) = S ¿n (« - a)*» , - 






I 



N 



I 
1 , 



y 
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se deduce 

Teorema II. — El producto de dos funciones uniformes^ regu- 
lares en todos los punios de un área A, es una función regular 
en la misma área, 

Pemostración análoga á la del teorema anterior. 

Teorema IIL — El cociente de dos funciotus uniformes^ regu- 
lares en todos los puntos de un área A, es regularen los puntos 
de esta área en que el detiominador no se anula» 

£n efecto, suponiendo que ^(js) es la función denomina- 
dor, y haciendo 

en la que h^ se supone distinto de cero, se tiene 



^[l4-•/'o(^-«)^^ 



haciendo 



D«mdo á I 5 — a I un valor suficientemente pequeño para 

que I -^í^^- *) I < 1» podremos desarrollar [<p(s)]'* en se- 
rie ordenada según las potencias de « — «, y tendremos 



?w 



serie uniformemente convergente en los alrededores de «, 
lo mismo que las series que resultan de /^(s — a), [/o(^ — *)-*i 
etcétera; luego la función [«pía;)]" ' es susceptible de desarro- 
llarse en serie ordenada según las potencias de s — a, y es 
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rcgular en el dominio dr este punto, y lo mismo le ocurrirá á 



?{-> 



aW.W^)]-'. 



68* Factores primarios.— Las trascendentes en- 
teras desempeñan en la teoría general de funciones un pa-- 
peí análogo al de los polinomios racionales enteros en la 
parte elemental del estudio de las fundones; y así como un 
(>olinomio entero del grado m puede descomponerse en el 
producto de una constante por los m binomios de la forma 
jc — n que se obtienen restando de la variable los valores 
que le reducen á cero, en la teoría de funciones se ha tratado 
de realizar una descomi>osición semejante que pusiese en 
evidencia los ceros de la función, llegando Weierstrass á 
tratar el problema en toda su generalidad, después de estu- 
diar Caiicl'y algunos casos especiales, y consiguiendo demos- 
trar que toda trascendente entera que admite una infinidad 
de raíces, pueile expresarse por el producto de un número 
infínito de factores, cada uno de los cuales no se hace cero 
más que para un solo valor de la variable. 

La primera difícultad de la cuestión planteada estriba en 
encontrar la forma conveniente de cada uno de los elemen- 
tos de un producto de inñnitos factores que satisfagan á las 
dos condiciones siguientes: i.* Que cada factor se anule para 
un valor, y solo uno, de la variable. 2/ Que el producto for- 
mado con esos factores sea absoluta y uniformemente con- 
vergente para valores convenientes de la variable, con el fin 
de que pueda representar una función perfectamente de- 
finida (♦). ' 

Para conseguir la formación de estos factores podemos 
observar que la función exponencial ^ no se anula para nin- 
gún valor finito de la variable, y que lo mismo le ocurre á 

la ^*^ , en la que g{z) representa un polinomio ó función en* 



D Véase al ñn la Nota sobre los productos de infinitos factores. 
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tera de z. Y, recíprocamente, toda función entera que no se 

anula para ningún valor de s, es de la forma ^^'^ : en efecto, 

si /^(¿) representa una función entera de z que no se anula 

para ningún valor de z, un valor cualquiera £ = a es un pun- 

J*'(z\ 
to ordinario de la función — ^^ , cociente que será, por esta ' 

Z'Xz) 

causa, otra función entera de z^ ^|(j8), por ejemplo, haciendo 

7x¡r *'^^' 

Multiplicando la expresión anterior por dz é integrando 
rntre los límites jSg y 2, se tiene 

representando por g{z) una nueva función entera tal que 
/f'(s)=¿,(s): de aquí se deduce 

^(') ^^*)-iHh\ ósea >Va) = «»<•>- íK«») + '--íX*d==<,<K»> 
si se hace 

. Hecha esta observación, es evidente, que si una función 
entera se anula para un número ñnito de valores de su va- 
riable a^, ¿7,, ... ¿7||, será de la forma 

- (5 - a,) {z - a,) ... (z - Un) . e<^z): 

si el número de valores que la anulan es inñnito, su forma la 
da el siguiente: 

Tborbma db Wbibrstrass. — Dada la serte de cantidades 
O, a,, a,, „, colocadas según el orden creciente de sus módulos. 
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y qué saiisfactn á la condición 

lím. I iTe I -■ «o , 

s€ putdi formar una función trascendente entera por la fér* 
muía 

cuyas raicci son O, a,, a,, ... y cuyos grados de multiplicidad 
respectivos son n^ Op n,, ... 

Yt riciprocamente^ si f,(z) es una función -entera cuyas ráU» 
ees son O, a,, a^, ... con los grados de multiplicidad n^, D|, n,, ... 
esta función puede descomponerse en factores pu ketcem expli" 
citas estas raices^ por medio de la formula 



en la que cp(z) representa una función entera (*)• 
Demostración de Aíittag-Leffler, — De la serie 

/ 5 \»e • 1 / 5 \* 



convergente si — < 1 , se deduce 



K*) 



"í 



íl--^ ]"'=«- »«•*«<•-«>, 



($) 



V*) Tanto ctte teorema como el de Míttag- Leffler eiUn tomados d« 
las obras Gétdtano ^9» y Teixeira (lo). 



O 



- / 
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escribiendo por abreviar 

De la expresión (8) t^e deduce 

en la que «<. representa un nún]ei*o entero ó cero, debien- 
do en este caso tenerse í'>c*^cíi»«dW 1 . 

Consideremos ahora una serie de cantidades positivas 

:„ s,,... tales que Se^ sea convergente, y demos á me ua ya- 

1 
\or sufici9ntemente grande para que se tenga 

para cualquier valor que se á¿ á z que satisfaga á la con- 



<lición 



«c 



< c < 1 , lo que siempre es posible, por ser en 



este caso uniformemente convergente la serie iS'<.(l,oo). El 
producto II iS'c, en el que 



£,^(i-~-y''.^'cso.«,) 



representa una función regular en todos los puntos del pla- 
no, que se anula en los puntos <i,i a^, ... En efecto, conside- 
remos un punto cualquiera del plano, z^^ y los puntos próxi- 
mos á úsXe, es decir, los puntos que satisfagan ala condición 
I ^ — ^0 I S? P» siendo p un número tan pequeño como se 
quiera. Por ser lím. ac= ce , es siempre posible dar á ^ un 

C =a 00 

vülor c^ sufícientemente grande para que la desigualdad 
< 2 quede satisfecha por todos los valores de c mayó- 



le 
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res» que r, , y por todo» k» de c que satislagan á la condición 

«o 

Además, por ser convergente la !»eríe 2 c^ , es siempre po- 

1 

itible dar á ^ un valor r, suñcíentemente grande, y á 8 un va- 
lor bastante pequeño para que la desigualdad . 

tz=e 

quede satisfecha |>ara todos los valores de c superiores á r, 
cualquiera que sea/. Dedúcese de aquí que las dos desigual- 
dades precedentes quedan satisfechas al mismo tiempo por 
los valores de c mayores que la mayor de las cantidades c^ y 
r, en la región del plano determinada por la condición 

De las desigualdades precedentes, y de la (6), resulta 
<iue la 

queda satisfecha para todos los valores de c superiores á 
r, y c^, en la región del plano determinada poi la condi- 
ción \ z-— Zq\ < p . 

Ptir otra parte, la* fórmula (4) da 
<lc la que resulta 



c + p c-^p 






^; 
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y en virtud de la desigualdad (6) 



i: ¡.El 



<5, 



luego la serie 2i /«-^i es uniformemente convergente en la 

región considerada del plano. 

Esto sentado, supongamos primero que z^ es diferente 
de He* y Qu^ ^c ^1^ á p un valor suñcientemente pequeño 
para que \ s^ Zq\ < \ z — ^c I • El segundo miembro de la 
igualdad 

-•'('+^^)+".'(-t)+ 

C 1 / 5o + S — - «O \* 



fie. ^ 4-( 



es susceptible de ser desarrollado en serie ordenada según 
las potencias de z — z^, y tendremos, empleando una nota- 
ción conocida (n.** 54), /. E^^=-P(z — z^. Si aplicamos un co- 
nocido teorema, tendremos 






C ^ 1 

y, por consiguiente, 

c = 1 

I 

De esta fórmula se deduce inmediatamente 
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lo que prueba que la funcióii il ^^ es regular en el punto 

e— 1 
M^ como se quería demostrar. 

Supongamos ahora que j^ representa una raís Of de la fun* 
ción que queremos formar. Dando, en este caso, á p un valor 
suficientemente pequeño para que en el área plana deter- 
minada por la condición 1 1; — ^\ S? °o exista otra rais de 
la ñmcidn considerada, se tendrá 






• '« 



« \»r 



(-r) 



puesto que el primer miembro no tiene la rais Of, y, por 
tanto, 



de donde resulta, como en él caso anterior, que la función 
n Ec es regular en el punto af • 

Las raíces a^, ¿7,, ... de la función que estamos formando 
son todas diferentes de cero; para que la función tenga tam- 



oe 



bien la raíz O, basta multiplicar II iE'<. por «*•. En efecto, te- 

I 



nemos 



y, por tanto, la nueva función es también regular en todo el 
plano. 

De todo lo que precede se deduce la primera parte del 
teorema de Weierstrass, es decir, que se puede construir, 
mediante la fórmula (1), una función que sea regularen todo 
el plano y que se anula en los puntos O, a,, o,, ... 

>3 
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Para demostrar la seganda parte del teorema, es suñcieii- 
te observar que el cociente de la función dada /*,(£) por la 
/{z) que acabamos de formar, no puede ser nulo ni infínito 
en ningún punto del plano, luego este cociente es una fun- 
ción /^(x;) regular en todo el plano, y que no se anula en 
ningún punto, luego es de la íorma 

siendo (p(2) una función entera; lo que demuestra el teorema. 
Noia I, — Weierstrass designaba con el nombre á^ factores 
primarios de una función á cada uno de los factores 



(-i) 



^«C'^C 



que fíguran en las fórmulas (1) y (2). 

Noia IL — Tanto para la descomposición en factores pri- 
marios de una función dada, como para formar una función 
entera que tenga por raíces números dados, es preciso co- 
nocer, para cada valor de Cy un valqr de nif> que satisfaga á la 
desigualdad 

y para ello basta, como vamos á ver, el dar á m^ valores ta- 
les que hagan convergente la serie 



2 . 
c=l 



«c.s'^c'*"' 



«^"•0+1 • 



(7) 



En efecto, si esta serie es convergente, podemos dar á 
Cu el valor 



6u=i=X 



u. . sT^ 



w«-^•* 



a^^-^' 



(8) 



designando X una cantidad independiente de s y de c, Pero 
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• 4 



portcr 



'L=u\T(7ryi<*j^.Hí-r 



* = •«-»-• 



la dci«igual<U(l (4) puede ausUtuine por la 



<«e.«^+' 


1 


1 


* 


1 — 


a 



««. «■«+ ' 



«"«+• 



I — 



<«. 



que queda vcriñcada, pueato que ae le puede dar á X el 

1 1 
valor -:: , valor máximo que adquiere ■ . r- cuan- 



1 «c 



1 — 



■c 



do 5c verifica que — ^ <; c < I. 



69. Punciones que tienen un solo punto eii« 
tico esencial. -tTeorema I. — Si el punto m es tm funio 
critico esencial de la función f (z), es también funto critico 



esencial de la 



f(z)- 



En efecto, el punto a no puede ser un punto ordinario de 

1 
■ >. V puesto que esta función no es continua para a^ « (nú- 

mero 42); y timpoco puede ser un polo, pues entonces sería 
un cero dcy(5). 

Teorema II.— «St f(z) es una función continua^ monodroma 
y monogetia en el interior de un drea^ y tiene en el interior de 
ella el funto critico esetuial «, en los alrededúres de este funio 



f 
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ia función tiene la forma 



f{z)^P(z^o)-^G 



(^)' 



en la cual la función G representa una serie convergente en 
todo punto del plano ^ á excepción del punto z = a, ylafuU' 
ción P es una función algébrica^ ó si es trascendente, converge 
absoluta y uniformemente para valores suficientemetite peque- 
ños </¿ I z — a I . 

En efecto, desde el punto a como centro^ describamos dos 
circunferencias contenidas por completo en el área propues- 
ta; una, la interior, con radio suficientemente pequeño para 
que, en el círculo que limite, no exista más punto crítico de 
la función propuesta que el 2 s= a, y la otra, la exterior, con 
radio tal que no satisfaga á más condición que á la de estar 
contenida por completo en el área dada. 

Si z e3 un punto cualquiera de la corona circular com- 
prendida entre )as circunferencias trazadas, y contenido, por 
lo tanto, en la región de continuidad de la función, el teore- 
ma de Laureo t (n.^ 67) nos dará la siguiente serie 

cuyos coeficientes están determinados por las fórmulas 



r tomando las integrales á lo largo de una circunferencia con- 

í tenida en la corona, y designando por «'un punto de esta 

circunferencia. 

■La serie de potencias positivas de z — a es convergente 
en cualquier punto del interior de la circunferencia exterior 
de centro a, y puede representarse por la forma /*(á;--a), 



vi 

.. I 
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siendo P una función algébrica ó trascendente. La serie de 
potencias negativas de % — « es convergente en todo punto 
exterior á la circunferencia interior traxada desde «^ y con- 
tiene un número inñnito de términos, pues si « fuera un 
polo, el desarrollo sería una fracción racional; puede, por 

tanto, esta pafte representarse por la notación G( — — J, 

en la que G representa una serie convergente para todo 
punto del plano, excepto para % — s, y que se anula si 

Por consiguiente, se tiene 

/(.) = />(,-.)+c(^). 

como se quería demostrar. 

Corolario /. — Si la función /(«) tuviese algún otro punto 
crítico distinto del a, este punto crítico lo sería de la fun- 
ción P(z — a) prolongada fuera del círculo exterior; pero no 

puede serlo de G f j , pues esta función es una serie 

convergente en la parte de plano exterior al círculo interior 
de la corona. 

Corolario IL — Si la función f(¿) no tiene en todo el plano 
más punto crítico esencial que el a, el círculo exterior pue- 
de tener su radio infínito, y en este caso todos los coeficien- 
tes «I , a, , ... son cero, y la función toma la forma 

/(«) =^o-i-^(« -«)-• + *.(«- «)-•+... , 

y esta serie es convergente en^ cualquier punto exterior al 
círculo de radio muy pequeño trazado alrededor del pun- 
to a: la función puede representarse entonces bajo la forma 



/w=^(r:b)- 



I 

r 



r 



•I 
.1 

I 
I 



♦I 



I ^ 



Tborbma III. — Una función monodroma y monogtna ím il 
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interior de un área^ y que tiene en ella un punto critico esencial 
aislado^ adquiere en el dominio de este punto valores de módulo 
tan grande como se quiera; y también valores qtu difieran de 
una cantidad finita arbitrar ia^ A, en tan poco como queramos. 
Si la función /*(«) tiene en el área el punto crítico esen- 
cial iSss oí, en los alrededores de este punto se tendrá 

/(«) = />(.— ) + c(^). 

y para valores de z muy próximos al a el termino P{z — a) 
tiende hacia valores muy próximos al del término inicial de 

la serie; y como G ( ■ j adquiere entonces valores de 

módulo tan grande como se quiera, la primera parte de la 
proposición enunciada queda demostrada. Para demostrar la 
segunda, consideremos la función ' ' 



f{fi)^A 



el punto 2 = a es también un punto crítico esencial aislado 
de esta función, á menos que en su dominio no se anule in- ' 
fínitas veces la diferencia f(i) — A, En este último caso la 
proposición queda demostrada, pues no sólo | J{¿) \ diferirá 
de A en tan poco como queramos, sino que adquirirá real- 
mente el valor de A, Si ce es un punto crítico esencia] aisla- 
do de —Tr-. 1 esta función debe tomar en su dominio 

valores de módulo tan grande como se quiera, ó lo que es 
igual, el módulo de/'(2) debe diferir de A en tan poco como 
queramos. 

Nota.—'EsXe. teorema, que se debe á Weierstrass, ha sido 
precisado posteriormente por Picard. 

70. Punciones con un número finito de pun- 
tos críticos esenciales. — Teok&uk,^- Una función mo^ 
nodromay monogfna que tiene en el plano un número finito de 
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punios crMcos esimtíaiés situados d disiauciajimiiay iip «,, ^. «n, 
iiimi la forma 

€m la cual <p(z) représenla una función sin mds punto critico 
esencial que el z^bco, si este lo es de f (z). 

En efecto, puesto que o, es ud punto' crítico esencial de 
f(M), en el dominio de este punto U fundón podrá ponerse 
bajo la (orma 



/(.)-/,(.)+ <!,(;^). 



^•ijér) 



siendo G,( ) una trascendente entera que se anula 



para | s — «, | s= oo . La función f^{z) es regular en el pun- 
to « s «I, y tiene todos los demás puntos críticos esenciales 
de/(2), por consiguiente, en los alrededores del punto «, * 
|)odrá ponerse bajo la forma 



siendo G, (-73; — ) una trascendente entera que se anula 

para \ z — o, | = 00 , y ff(s) una función regular en los pun- 
tos «I y «t* y que posee todas las restantes singularidades 
de la función propuesta. Procediendo sobre f^{M) de igual 
manera, y repitiendo el razonamiento cuantas veces sea pre- 
ciso, se llegará á la forma 

^«(lih:) +'K*)=<K')+s<^(7Í;;)' 

en la cual tf(z) no tendrá más punto crítico esencial que el 
« =a 00 , si éste existía en/(«). 
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71* Punciones con un número no finito de 
puntos críticos.— Teorema de Mittao'Lieffler.-— 

Dadas las cantidades a,, a,, ... a¿, ... , colocadas en el orden crC" 

cíente de sus mo'dulos,y que satisfacen d la condición 



lím. a^ ssQo, 
y dadas las funciones 




r('\ r(^\n 


( » 



que son de la forma 



siempre es posible formar una función f(z) de la forma 

quesea regtilar^en todos los puntos del plano diferentes délos 
a^ a,, .,. a^t .«.f y de la cual estos puntos sean polos ó puntos 
críticos esenciales. 

Y reciprocamente: toda función f,(z) regular en todo el plano ^ 
excepto en los puntos \, a^ , ... a^, ... que son polos ó puntos crí- 
ticos esenciales^ puede reducirse d la forma . 

en la cual (p(z) representa una futtción entera de z 
En efecto, por ser uniformemente convergente la serie 



— aoi — 



cuaodo z es diferente de «e* y P^^ *^ ^^^^ término de esta 
ferie susceptible de desarrollarse en serie ordenada según 



■ ^ 

las potencias de a, cuando — 



< s ^ 1, se tendrá 



'''V s — «c /*A-o * \at) ' 



(O 



Consideremos ahora una serie de cantidades positivas 
<i> ff ••• <<r« ••• ^1^ ^"^ 1^ i^i^í^ ^*« ^^ convergente, y dése 
á Mf un valor suñcientcmcnte grande para que se tenga 



.=t,-">(-^)i<'- 



(«) 



para cualquier valor de z que sati^iaga la condición 



!<•<■• 



Jo que sicmprr es posible por ser uniformemente convergen- 
te la serie (1) en la región del plano determinada por la 



condición 
La suma 



<i- 



ae 
V 



satisface á las condicioaes del teorema, pues si z^ es un pun- 
to diferentes de los a^a^, ...<j^, ... , y p un número positi- 
vo tan pequeño como se quiera, por ser //« . (ac) = oo , y 

ae 

convergente la serie ^c¿, siempre será posible dar á r un va- 
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lor r, bastante grande para que las desigualdades 



<«. 



S 8¿ < $, 



queden satisfechas, al mismo tiempo, por todos los valores 
de c mayores que r,, en la región determinada por la condi- 
ción \ z — Sq I < p, para cualquier valor de/; y de estas des- 
igualdades y de la (2), se deduce que la 



e+p 



* = »«+! * \a^ J \^ 



sea S 



F,{z) 



<5, 



queda satisfecha por los valores de c mayores que c^y en la 
región determinada por la condición \ z — Sq | < p; luego la 

serie X . /cí^) es uniformemente convergente en la región 

de plano considerada 

Esto sentado, como z^^ ij= a^, supongamos que se da á p un 
valor suficientemente pequeño para que 

\ Z Zq \ ^ \ Zq üf, \ , 

el segundó miembro de la igualdad 

es susceptible de ser desarrollado en serie ordenada según 
las potencias de z — Zq en la región de plano determinada 
por la condición \ z — ^o | < p; luego lo mismo le ocurre á 
la función /**¿[z)t y tenemos 

5 F^)^P(z^z^). • 

«e 

La función ^/'cí^) e^^ pues, regular en el punto z^, Consi- 



— ao3 •- 

deremos ahora un punto critico Of de la fundón que quere- 
mos formar, xlando en este caso á p un valor suficientemente 
pequeño para que en la región determinada por la condi- 
ción \ z — a^ I < p no exista ningún otro punto critico de la 
función considerada, tenemos que 

puesto que el primer miembro no tiene el punto critico a^ y, 
por tanto, que 

luego úf es un polo ó un punto crítico esencial de U iuncióo 



I 



Los puntos criticos j,, o,, ... a^t ... de la fundón que hemos 
formado son diferentes de cero. Para que cera sea un punto, 
crítico de esta función, de modo que en su dominio se tenga 

basta hacer 

en efecto, la función 



(-)-[^(^)] 



es regular en la proximidad de cualquier punto z„ diferente 



I 
. ..I 



«O _ . I 



•t 

-i 



I 
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- as 

de 0; y en la proximidad de este punto la función ^/'c(^) ^^ 

. * 
regular 

Para demostrar la segunda parte del teorema basta obser- 
var que la diferencia 

■ /.(«)-s^*(«) 

, * ■ 

no tiene ningún punto crítico, y es igual, por tanto, á una 
fundón entera (p(«). 



NOTA 



Suponiendo conocida por cl lector la teoría elemental de 
los productos formados por un número infinito de iactores, 
vamos á recordar aquí las proposiciones que hacen falta 
para la inteligencia de los teoremas de Weierstrass y Mit« 
tag-Le(ñer. 

Tborxma \,^Para que el producto 



90 



n(l-f-ar) = (l+a,)(H-«,)..., 



I 



en elctial a,, a,, ... son cantidades reales y positivas^ sea con-^ 
"vergente^ es necesario y suficiente que sea convergente la serie 



I 

Esta condición es necesaria, porque el producto P^ de 
los n primeros factores del producto es mayor que la suma 
Sf^ de los n primeros términos de la serie, y si esta fuese 
divergente, la suma S^ podría llegar á ser mayor que cual- 
quier número dado, y con mayor razón el producto P^, 

Además, la condición es suficiente, porque se tiene 



30 « I 



y, por consi((uiente, 

si Itm. Sn'=S; ahora bien, como el producto P^ aumenta al 
crecer «, y permanece constantemente inferior á la cantidad 
determinada ^, tenderá hacia un limite fínito.y determina- 
do Pf luego es convergente. 

Tborbma II. — »$/ Ap A^, ... son ¡os módulos de los números 
complejos 9i^t^^,*,,^ y el producto 

(l+^.)(H-'4,)... 

es convergente^ el produciú de factores imagiftarios 



es también convergente. 

Observemos desde luego que el módulo de un factor ima- 
ginario 1 •+ a^ es menor que el factor real correspondien- 
te 1 + A^, por tanto, si hacemos 

A = (l+^.)(H-A)-(l-h^). 

en = (H-«,) (1 4-^,) ... (1 + «n)v 

se tendrá 
I <Pn I < A» y» por consiguiente, \Qn\ < ^^^- A == ^^ 

luego I Qf^ I conserva un valor ñnito. Demostremos ahora 
que este producto es convergente: para ello se tiene 

^^^-\^{\'^a^^,){\+a^^;),..{\^a^^j;)^\ 

*= <*»» + I + ^n + 1 + ••• + ^n + p+ ^'n + 1 • ^ ^* + ••• í 
J^^-l=.(l+^,)(l + ^)...(l+^^.p)-l 



de doDcte 



ó sea 



ó sea 



— J07 — 



Qn 



— 1 



Qn^p-Q, 



» + P 



-1, 






I e. + j.- <?» \<\Qn\ ^"^o ^' <^.i.p-^.<^- /»•• 



Se puede tomar iv bastante grande para que la diferencia 
P — /'n sea menor que una cantidad dada d, y entonces se 
tiene, cualquiera que sea /, 

ie* + p-(?»l<8. 

Si ahora concebimos que representamos en el plano las can- 
tidades Qj^^ ^ii+ii***; todos los puntos que las representen 

estarán comprendidos en el interior del circulo descrito 
desde Qn como centro y con un radio igual á 8. Si ahora de- 
terminamos un número n*^ ny razonamos como en el caso 
anterior, los puntos Qj^*, &n'-f i>*** estarán comprendidos en 
un drculo descrito desde Q^^y como centro y con un radio 
8' ^ o; estando el centro de este círculo en el interior del 
primero y teniendo menor radio, estará todo él situado en 
el interior del primero, ó tendrá una parte común con él y 
otra exterior, en cuyo caso sólo consideraremos la parte co- 
mún de los dos círculos, que será donde se encuentren los 
puntos Q^i^ Q^i ^ , , ..; Continuando este razonamiento se ve 

con facilidad que los puntos representativos de los produc- 
tos Qn-^p tienden hacia un punto^bien determinado, punto 
límite Q^ lo que prueba la convergencia del producto pro- 
puesto. 



I 



M 
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Definiciones,— \}tí producto de infínitos factores de la for- 
ma (I +rtn) se dice que es absolutamente convergente^ si es 

30 

convergente el producto correspondiente lí (^ + I ''fn I )• 

Los elementos a^ que fíguran en los términos de un pro- 
ducto de infinitos, factores, pueden ser funciones de una ó 
más variables; y si tal sucede se dice que el producto es unit 
formemente convergente para valores de su variable ó varia- 
bles contenidos en el interior de un área dada, cuando se 
puede fijar un valor finito ji tal que para todo valor de n < jx, 

— ^ — < I ^l-^i siendo 5 un número tan pequeño como 

se quiera, cualquiera que sea el valor que se atribuya á la 
variable contenido en el área dada. 
Consideremos un producto de la forma 

ÍI (I -f-/n^5)) = [l +/,(5)][l +/.(5)] .•. . (1) 

/I 

en el cual suponemos queyi(5;),/j(^), ... son funciones uni- 
formes y continuas en el interior de un cierto círculo C. Su- 
pongamos, además, que haciendo | 5 | = p, y representando 
de un modo' general por /'n(p) los términos de la serie ob- 
tenida reemplazando^„(c) por su módulo^ la serie 

/'.(p)-f >"•(?) 4-... + /^n(p) + ..., 

m 

es convergente cuando p es inferior al radio del círculo C, 
Vamos á demostrar que en estas hipótesis 

El producto II [I -4- fii(z)] representa una función holomorf a 

de z en el interior del circulo C. 
Conaideremos desde luego el producto convergcrte 

. ■ 

Sea yii(p) el producto de sus n primeros factores, efectuado 



el producto podrá ponerse bajo U íonna 

siendo /T,» i?,», .-i?¿ ... constantes positivas. PJif) es evi- 
dentemente menor que /^p); por consiguiente, todos sus 
términos, ^¡J^, son menores que P{p); pero cuando n au- 
menta indefinidamente (supuesto fijo m)^ los coeficientes .^ 

aumentan, luego B¡^ para n a* oo tiende hada un limite que 
designaremos por Bf^. Esto sentado, notemos que se tiene 

^n(?) > 1 + B,np -f ...+ ^p«». 

no tomando más que m términos; por consiguientCi si m per- 
manece fijo y u aumenta indefinidamente, P(p) es, á lo me- 
nos, igual á 

1 + ir.p 4- ... -*.• //|,,p»», (2) 

y como la suma de los m primeros términos de la serie ante- 
rior es menor que P(p)t esta serie es convergente y tiene por 
suma /'(p)t ó un número inferior á este valor. Por otra par- 
te, se tiene 

A0>) < 1 + ^iP ■♦- - -f- ^mP"^ + ... < Ap). 

lo que demuestra que la serie (2) tiene por limite /'(p). 

Tomando el producto de los n primeros tactores del pro- 
ducto (1), se tiene 

^nW = 1 + ^*«-f ... -f-C*"* -+■ -. 

siendo los coeficientes ¿,*, ... ^¡¡^, ... sumas de términos com- 
plejos; para n = oo, cada uno de ellos es la suma de términos 
de una serie, en la cual la correspondiente de los módulos 
es convergente; por tanto, cada uno tenderá hada un limite» 

14 



\ 

j 



'hagamos Um, ^ ¿ =» bm* ^ serie 

<p(«) — 1 + ^,« + ... 4- ^,„a*» + ... 

será convergente sin duda alguna, y 9(2) coincide con el va 
lor Q{z) del producto (1): loque se ve en seguida notan 
do que 

y el segundo miembro de esta desigualdad tiende hacia cero 
Por consiguiente, el producto (1) se puede poner bajo 1; 

! forma de una serie entera absoluta y uniformemente con- 

vergente en el círculo C^ y, por tanto, la proposición queds 

} demostrada. 



I 
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